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内 容 援 要 


本 书 是 张 牙 端 同 志 1953 年 著 < 近世 代数 基 珊 > 的 修 
订 本 .内 容 除 第 一 版 中 的 基本 概念 、 群 论 , 环 与 域 . 整 环 
量 触 因子 分 解 边 四 章 外 , 还 增加 了 关于 “ 扩 城 "的 内 容 . 
本 党 可 作为 任何 天 举 数学 系 和 高 等 师范 院 校 有 关 专 
业 的 教学 参考 书 ， 
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修订 本 说 明 


本 书 第 一 版 只 假定 读者 有 中 等 数学 知识 ; 修订 本 假定 了 读者 
学 进 我 国 高 等 学校 的 “高 等 代数 ”课程 但 在 修订 本 的 前 四 童 中， 
除 极 个 别 的 例子 和 可 题 站 ， 并 役 有 用 到 "高 等 代数 "的 知识 。 所 以 
没有 学 过 高 等 代数 的 读者 , 读 前 四 僵 还 是 设 有 什么 困难 的 . 

第 一 版 对 十 " 域 ”" 写 得 较 少 ， 所 以 修订 本 增加 了 关于 “ 扩 域 "的 
第 五 草 ， 第 一 版 有 加 了 =* 号 的 “规则 的 等 价 关系 ”和 “矩阵 环 ” 两 
节 . 前 者 内 容 比 较 抽象 ,有些 超出 这 样 一 本 篇 幅 小 的 书 章 限度 ; 后 
者 内 容 已 见 “ 高 等 代数 ”， 所 以 修订 本 删 去 了 这 两 节 ， 除 此 以 外 ， 
对 于 原 有 了 四 章 只 做 了 不 大 的 变动 ， 主 要 是 参照 中 国 科学 院 编订 的 
* 数 学 名 词 3 以 及 近年 来 的 惯例 ,改动 了 某 些 名 词 和 符号 . 

修 计 本 的 不 妥 之 处 ,希望 读者 多 提 宝 贵 意见 ， 

我 的 间 事 张 益 敏 同志 在 租 订 本 的 抄写 和 校对 方面 帮 了 我 的 
性, 我 惜 此 机 会 表示 谢意 . 

张 秒 瑞 
北京 师范 大 学 , 一 九 七 八 年 ,三 月 ， 


第 一 版 序 


(一 ) 本 书 根据 1947 一 48, 1949 一 50 在 北京 大 学 教 近世 代数 的 
材料 纺 戌 ， 

(二 本 书 内 容 依 据 中 天 人 民政 府 教育 部 1951 课 改革 案 , 只 介 
绍 近 世代 数 的 初步 理论 同 基本 方法 . 

(三 本 书 如 用 作秀 本 ， 讲 授 所 需 时 间 也 符合 上 述 草 案 的 规 
定 ， 

《四 ) 我 国 数学 著作 多 半 用 文言 广 ， 本 书 不 仅 用 语 体 文 , 并 有 
尽 可 能 用 接近 襄 语 的 语 体 文 ， 这 是 作者 的 一 个 尝试 。， 效 果 究 竞 如 
何 , 希望 读者 加 以 批评 , 

(五 ) 本 书 只 假定 污 者 有 中 等 数学 知识 ， 

(六 ) 作者 对 于 材料 的 选择 , 分 布 与 处 理 , 都 曾 加 以 特殊 的 注 
意 ， 和 希望 因此 可 以 使 初学 者 对 于 理论 易于 了 解 ， 对 二 方法 易于 筝 
提 , 在 最 短 时 间 内 得 芭 阅 读 近 世代 数 方面 较 识 书籍 或 文献 的 能 力 ， 

(七 ) 本 节 差 不 多 在 年 一 草 字 开始 都 有 一 段 小 引 , 说 明 各 该 章 
节 在 全 书 里 的 地 位 . 这 些小 引 能 够 帮助 读者 得 到 对 于 本 节 的 全 面 
了 解 ， 

《 八 ) 本 书 的 例 同 习题 都 占 极 重要 的 地 位 ; 读者 对 于 例 不 可 忽 
略 , 对 了 于 习题 越 多 做 越 好 . 

( 九 ) 本 节 第 一 章 是 全 书 的 基础 ， 污 者 必须 特别 加 以 往 意 , 细 
心 反 复 喝 读 、 底 一 章 的 内 容 虽然 比较 抽象 ， 由 于 所 包含 的 实例 相 
当 多 , 据 经 验 一 般 大 学 生 都 能 接受 . 

《十 ) 本 书 的 加 * 的 正文 和 习题 初学 者 可 以 略 去 . 
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《十 一 ) 本 书 谈 到 前 面 定 理 ， 若 是 只 说 明定 理 数目 ， 指 的 是 本 
节 的 定理 ,若是 加 有 其 他 数目 , 指 的 是 其 他 章节 的 定理 , 如 开 3, 定 
理 1 指 的 是 第 二 章 第 三 节 的 定理 1， 

{十 二 ) 本 节 用 符号 4= 一 8B 表明 由 4 可 以 得 8,4 二 =>BB 表 
明 由 4 可 以 得 如 由 五 可 以 得 4 

(十 三 ) 本 书 材 料 多 取 自 各 国 在 这 一 方面 的 标准 著作 , 书 名 我 
不 在 这 里 一 一 列举 了 . 

(十 四 ) 孙 赋 木 教 授 规 试 教 本 书 初 稿 , 魏 执 权 间 志 在 本 书 的 文 
字 方 面 提 了 很 多 宝贵 的 意见 ， 施 愉 枢 间 志 在 本 书 的 抄写 校对 方面 
帮 了 我 很 大 的 忙 ， 我 在 这 里 谢谢 他 们 . 

张 示 躺 
北京 天 学 , 一 九 六 二 年 ,一 月 。 
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第 一 章 基本 概念 


在 普通 代数 里 , 我 们 计算 的 对 象 是 数 , 计算 的 方 靶 是 如 , 减 , 系 ， 
除 ， 数 学 浙 渐 进步 , 我 们 上 发现, 中 以 对 十 若干 不 是 数 的 事物 , 用 类 
似 普通 计算 的 方法 来 加 以 计算 .这 各 例子 我 们 在 高 等 代数 里 已 经 
看 到 很 多 ， 例 如 对 于 向 县 . 矩阵 、 线 性 变换 等 就 都 可 以 进行 运算 ， 
近 址 代数 (或 抽象 代数 ?的 主要 和 内容 就 是 研究 所 谓 代 数 系 统 ， 加 市 
有 运算 的 集 台 . 近世 代数 在 数学 的 其 他 分 支 和 自然 科学 的 许多 部 
门 里 都 有 重 鉴 的 应 用 .最近 上 多 年 来 ， 它 的 一 些 成 条 更 被 直接 
应 用 于 某 些 新 兴 的 技术 ， 

我 们 在 高 等 代数 里 已 初步 接触 到 的 群 、 乓 、 域 是 三 个 最 基本 
的 代数 系统 ， 在 椒 书 里 我 们 要 对 这 三 个 代数 系统 做 略 进 一 步 的 介 
绍 ， 

在 这 一 章 里 ， 我 们 先 拒 常 划 用 到 的 基本 概念 介绍 一 下 ， 这 些 
基本 概念 中 的 某 一 些 ， 例 如 集合 和 上 映射， 在 高 等 代数 里 已 经 出 现 
过 ， 但 为 了 完整 起 见 , 我 们 不 得 不 有 所 重复 ， 


S$ 1， 集 合 

基干 个 ( 右 限 或 无 限 多 个 ) 固 定 事物 的 爹 栖 叫做 一 个 集合 《 简 
称 货 ). 
组 成 .个 集合 的 事物 叫做 这 个 集合 的 元 素 ( 有 时 简称 元 ). 
关于 集合 ,我 们 常用 到 几 个 名 词 和 符号 , 钢 在 把 它们 说 明 一 个 . 
首先 我 们 要 规定 空 集合 这 一 个 概念 . 
定义 ”一 个 设 有 元 素 的 焦 合 叫做 空 集合 . 
室 全 合 好 滑 没 有 什么 意 疼 ， 但 我 们 的 确 有 用 得 到 这 个 概念 的 
a 1 


地 六 这 一 点 我 们 不 和 久 就 会 看 到 ， 

无 素 我 们 一 般 用 小 写 拉丁 字母 4,6,c,… 来 表示 , 集合 用 大 写 
拉 卫 字 峡 4, 号 ,已 ,… 来 表示 . 一 个 集 人 台 4 若 是 由 元 素 6,8,c,… 作 
万 的, 我们 用 符号 

站 一 《站 可 ,下 
来 表示 

若是 集合 也 的 一 个 元 素 , 我 们 说 , a 属于 4, 或 是 说 , A 包含 

4, 用 符号 
asEd 或 是 4D4 
来 表示 ， 

若 9 不 是 集合 和 4 的 元 素 , 我 们 说 . 4 不 属于 4, 或 是 说 ,4 不 包 

含 #, 用 符号 
4E4 或 是 4A39 
来 表示 . 

定义 ” 若 集 合 B8B 的 每 一 个 元 都 必 十 集合 4, 我们 说 ,8 是 4 的 
子 集 ; 不 然 的 话 , 我 们 说 ,8 不 是 44 的 子 集 . 

B 是 所 的 子 集 ,我 们 说 ,5 属于 4, 或 是 说 ,4 和 包含 B, 用 符号 

BCA4 或 是 4 二 8B 
来 表示 ，B 不 是 帮 的 千 集 , 我 们 说 ，8 不 属 十 4, 或 是 说 , 4 不 包含 
吾 , 用 特写 

BA 或 是 4 如 

注意 : 空 集合 被 认为 是 任何 集合 的 子 集 ， 

定义 ” 若 集 合 BB 是 集合 44 的 子 集 ， 而 且 至 少 有 一 个 44 的 元 不 
属于 8, 我 们 就 说 ,5 是 4 的 真子 集 ; 不 然 的 话 , 我 们 说 ,8 不 是 44 的 
真子 祭 . 

车 个 合 4 各 集合 上 所 包含 的 元 完全 一 样 ， 那 么 4 和 和 上 8 表 示 的 
.2 
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:是 同一 集合 ,这 时 我 们 说 , 4 等 于 B, 用 符号 
A=8B 
A= Be ACB, BA 

一 个 元 4 车 同时 属于 4 和 BB 两 个 集合 ,我们 说 , 4 是 4 和 五 的 
共同 元 . 

定义 ”集合 4 和 集合 忆 的 所 有 共同 元 所 组 成 的 集合 叫做 4 和 
8 的 交集 . 

二 和 吾 的 交集 我 们 用 符号 


ANB 
例 1 4={1,2,3},B={2,5,6}. 那么 
ANB={2} 
马 二 {1,2,3},B={4,5,6}。， 那 么 
408= 空 集合 


这 里 ,我们 看 到 空 集合 这 个 概念 的 用 处 ， 
定义 ”由 至 少 属于 集合 和 4 和 8B 之 一 的 一 切 元 素 组 成 的 集合 中 
司 4 各 的 并 集 . 
刀 和 8 的 并 个 我 们 用 符号 
AUB 
来 表示 . 
例 2 4={1,2,31, 恕 = (12, 4, 67。 那么 
AUB= {1,2,3,4,67 
忆 一 {1,2,33), 加 一 {4,5,6}， 那 么 
AUB-- {1,2,3,4,5,6} 
两 个 以 上 的 集合 4,，4,…! 的 交集 、 并 集 的 定义 和 上 面 完 全 类 
概 . 


| 
| 
定义 今 41, 42,…, 4, 是 % 个 集合 、 由 一 切 从 4 4s,…, 4 里 ， 
师 序 取出 的 元 素 组 (ol ,ez :ao (ai&4;) 所 做 成 的 集合 叫做 集合 
4 da 本, 的 积 , 记 成 
A Aa x 4, 


习 题 
1. 如 二 4, 但 BB 不 是 44 的 真子 集 , 这 个 情况 什么 时 收 才 能 出 现 ? 上 :并 
2. 假定 4A. ANB~A AUB=P 


S32. 上 映 射 

在 高 等 代数 里 已 经 看 到 上 映射 这 一 概念 的 重要 考 ， 现 在 我 们 给 
出 这 一 概念 的 一 个 比较 一 般 的 定 羡 ， 

塌 们 看 % 个 集合 4 4 pp 4, 和 另外 一 个 集合 五 . 

定 尽 ”假如 通过 一 个 法 则 内 ， 对 于 任 个 一个 4 Alx dx x ad, 
的 元 {91 92 ;00:54,)， 都 能 得 到 一 个 叭 一 的 也 的 元 d， 那么 这 
个 法 则 生 果 做 集 合 41 x 42 x :xx 4 到 集 从 加 的 一 个 映射; 元 名 础 
做 元 (at 82 29) 在 上 映射 区 之 下 的 象 ; 元 (8i op Go) 出 | 散 元 a 


在 $$ 下 的 一 个 道人 铺 . 
一 个 映射 我 们 常用 以 下 符号 来 摘 写 ， 
$: (G1 2s 一 “On) 


这 里 ,$ 长 表 所 给 的 益 则 , 也 就 是 所 给 的 上 虹 射 ; 
(m1 0 0) 一 人 这 . 

表示 如 替 (gi; ;8,) 这 个 元 规定 的 象 是 而 至 于 941,92 0》 
只 是 一 个 符号 ,就 是 说 ,我 们 有 了 轩 把 & 这 个 元 写成 (Gi 9，…, 6.)， 
但 这 个 符号 也 不 是 密 无 意义 的 ， 这 个 符号 瞳 示 ，# 是 把 由 应 用 到 
(gq G2: "Gan} 上 所 得 的 结果 ， 

在 以 上 的 定 疼 中 ,有 几 点 应 读 特 别 加 以 福 意 ， 我 们 用 下 面 的 儿 
» 14， 


' 
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| 
个 鲍 来 说 明 一 下 . 

例 1 4 =d-:… =4,. 一 二 所 有 实数 作成 的 集合 ， 
ba ga G0) —— a) 

是 一 个 A1Xx Aax-…x 4, 到 也 的 鼎 射 。 这 里 ,4; 和 DD 都 是 相同 的 沫 
合 ; 但 这 没有 什么 关系 ,因为 鼎 射 的 定 交 并 没有 说 ,41, 可， 人， 
-D 这 几 个 集合 中 不 许 有 相同 的 . 

例 2 = { 东 ， 西 }, 4; 一 { 南 }; 呈 二 {高 ， 低 }. 
由 : ( 西 , 南 ) 一 一 高 三 gf 西 , 南 ) 
不 是 一 个 41x4s 到 号 的 映射 . 因为 , 这 个 由 只 替 ( 西 , 南 ) 这 一 个 
元 舰 定 了 一个 象 ; 但 我 们 从 41x 志 里 还 可 以 到 出 男 一 个 元 来 就 
是 { 东 , 南 ), 替 这 -个 元 , 由 并 没有 规定 什么 象 . 这 和 定妆 中 一 个 
映射 必须 趟 每 一 个 元 规定 一 个 象 的 要 求 不 合 ， 

很 如 办 是 如 下 的 -个 法 由 
Bo: { 西 , 再) 一 一 高 ，( 东 , 南 )- 一 >? 低 
那么 页 是 一 个 41x Az 到 也 的 映射 . 

在 例 1 里 , 41 二 4 二 … 二 4,。 对 于 那里 的 有 映 射 四 来 说 , ;的 次 
序 没 有 性 么 关系 ,比方 说 ;四 也 是 42x 41 x… x 4, 到 也 的 鼎 射 . 但 
对 例 2 昌 的 贞 射 四 米 说 ，44 和 4。 的 次 序 不 能 变动 , 加 不 是 一 个 
42zX4 到 已 的 映射 ， 因 为 各 只 替 ( 西 ， 南 ) 和 ( 东 , 南 ) 各 规定 了 一 
个 象 , 但 并 没有 替 ( 南 , 西 ) 和 ( 南 , 东 ) 规 定 秆 么 象 ， 

例 3 41=D= 所 有 实数 作成 的 集合 . 

»: nN— 0, 昔 是 三 1 

1——>b, 这 里 如 二 1 
不 是 一 个 小 到 隔 的 映射 。 因 为， 这 个 名 固 然 替 每 一 个 不 等 于 1 
的 4 规定 了 一 个 崔 一 的 象 ; 但 通 过 这 个 加 ， 我 们 不能 决定 8 是 
还 是 一 1, 这 就 是 说 ,dg 没有 幸 工 中 定 一 个 唯一 的 象 :这 是 与 定义 不 
合 的 ， 
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例 4 4 = 已 = 所 有 下 整数 作成 的 集合 ， 
»: a 
不 是 一 个 和 到 加 的 鼎 射 ， 树 为 这 个 台 国 然 蔡 每 一 个 4 二 1 规定 了 
一 个 瞧 一 的 值 4 一 1; 但 当 a~1 的 时 候 ,4 一 1ED: 这 是 与 定义 不 全 
的 . 

总 括 起 来 说 , 我 们 对 于 睦 射 的 定义 应 当 福 意 以 下 几 点 : 

1, 和 从 人 人 nr 

2， 一 般 , 4, 4;,*…, 4 的 次 序 不 能 掉 换 ; 

3, 区 是 7 证 攻 稚 种 个 元 Der -ea 十 定 -个 妆 

4 

5 


x —1 


”一 个 元 (1.92, 4.) 内 能 有 一 个 叭 一 的 介 : 

给 了 集合 4 中 ,4,, 品 , 一 般 来 说 ,有 各 种 不 同 的 法 则 订 以 
办 每 一 个 元 (41,02;… 0,) 规 定 一 个 这 . 有 时 两 个 法 则 虽然 不 同 ， 
但 它们 赫 每 一 个 元 所 规定 的 销 却 永远 相同 ， . 

定 兴 ”我 们 说 , 4 x x 下 到 DD 的 两 个 鼎 射 由 和 加 是 
相同 的 , 假如 对 于 枉 何 一个 元 (aaa … 04) 米 说 ， 

B10 Oo a = Ba a 

我 们 浙 以 这 样 规定 的 原因 是 ， 两 个 鼎 射 本 身 是 不 是 相交 对 于 
我 们 并 不 重要 , 重要 的 是 它们 的 效果 大 不 是 相同 . 

例 5 44= 如 = 所 有 正 鉴 数 的 集合 
$1: >1 = $m) 
$2: dS—+0 = $a) 

这 里 赤 得 -一 个 中 规 定 象 的 法 则 , 换 -名 话说 ,我 们 的 跨 射 , 本 身 并 
不 相同 、 但 照 我 们 的 定 浆 这 两 个 了 肌 射 是 相 珂 的 . 


习 是 i pr) 
T，、4=11.2, 3 … 100+， 栈 -- 个 4x4d4 到 二 的 枉 射 ， 


_ ra di P| 


2. 在 你 为 习题 1 所 找到 的 觅 射 之 下 ， 是 不 是 4 的 每 一 个 元 都 是 4x4 
的 一 个 元 的 象 py 


833. 代数 运算 

在 本 章 开 藉 已 经 说 过 ， 我 们 要 研究 带 有 运算 的 集合 ， 现 在 我 
们 利用 映射 的 概念 ， 来 定义 找 数 运算 这 -个 松 念 . 我们 看 两 个 集 
合 4,B 和 另 一 个 集合 岂 . 

定义 一 个 4x 到 如 的 鼎 射 叫做 一 个 夺 xB 到 DD 的 代数 运 
算 . 

按照 我 们 的 定 又 ， 一 个 代数 运算 只 是 一 种 特殊 的 映射 ， 在 一 
盘 映 射 的 定义 蛙 ，- 方 面 有 % 个 集合 41,42,-…, 4 出 现 , 另 一 方面 
有 一 个 集合 卫 轩 现 ,这 里 % 可 座 是 任何 正 整 数 , 假如 我 们 有 一 个 竺 
。 殊 的 映射 , 它 一 方面 只 和 两 个 集合 4, 吾 , 男 一 方面 和 一 个 集合 了 发 
生 关 条 .就 把 辫 叫 做 一 个 代数 适 算 ， 让 我 们 看 一 看 , 为 什么 把 这 样 
的 一 个 特殊 映射 是 收 代 数 返 算 ， 假 定 我 们 有 一 个 4xB 到 五 的 代 
数 运 算 ， 技 蚁 定义 ， 给 了 一 个 4 的 任意 元 站 和 一 个 吾 的 任意 元 好 
就 可 以 通过 这 个 代数 运算 , 得 到 一 个 口 的 元 9 我 们 也 可 以 培 , 所 
给 代数 运算 能 够 对 5 和 5 进行 运算 ,而 得 到 一 个 结果 4. 这 下 是 普 
通 的 计算 其 的 特征 ,比方 说 ,普通 右 法 也 不 过 是 本 够 把 任意 两 个 数 
加 起 来 ,而 得 到 为 一 个 数 . 

代数 运算 既 基 -种 特殊 的 映射 ,描写 它 的 符号 , 也 可 以 特殊 一 
点 .一 个 找 数 运算 我 们 峙 o 来 表示 ; 用 以 前 的 符号 ,就 可 以 写 
o: {tab—— sd ~—ota,b) 
我 们 说 过 ,ke 8) 完 全 是 一 个 符号 , 现在 为 方便 起 见 , 不 不 号 ctw 如)， 
而 写 sog， 这 样 , 我们 描写 代数 运算 的 符号 ,就 变 成 
v: (a, Bb)—rd -qb 

我 们 华 几 个 例 . 


i ™ mM te Le = 1 am 


例 1 4={ 所 有 整数})，8=={ 所 有 不 等 于 零 的 整数 }，D= 
={ 所 有 有 理 数 }. 


0: (4a,b)—- > =aob 


古 一 个 碳 X 如 到 悟 的 代数 运算 , 也 就 是 善 通 的 除法 ， 

例 2 令 玉 足 数 焉 上 一 个 向 量 空间 ， 那 么 也 的 数 与 FF 的 向 
量 间 的 乘法 是 -- 个 于 x7 到 Y 的 代数 运算 . 

例 3 4=41},B=42), 品 =4 奇 , 侦 }. 
品 ， (C1,2) 一 一 硅 一 1122 

是 一 个 4xB 到 加 的 代数 运算 ， 

例 4 4=4 232， 了 = 人 1321， 六 人 奇 , 偶 }， 
口 : 《],， 一 一 > 奇 ，《2 2 一 一 诗 
{2, 17 一 一 侦 


是 一 个 44xB 到 力 的 代数 运算 . 
注意 : 趴 -一 般 遇 射 的 情形 一 样 , 当 4= 召 的 上 时候 , 4,B 的 次 序 
对 于 一 个 和 4x 如 到 DD 的 代数 运算 来 说 没有 什么 关系 ;一 个 4x 电 到 
吕 的 代数 运算 也 是 一 个 召 x 4 到 妃 的 代数 运算 .但 4 各 的 次 序 
可 以 掉 换 并 不 是 说 ,对 于 4 的 任意 元 9,8 的 任意 元 5, 有 
ach = bon 
因为 4 各 召 的 次 序 可 以 掉 换 只 是 说 , ao5 和 5oa 都 有 意义 ,并 不 是 
说 ,ao8 一 5oa、 比 方 说 , 例 4 的 4, 就 是 相等 的 集合 ,但 
122=- 融 
2=1- 偶 
在 4 和 B 部 是 有 限 集合 的 了 时 履 , 一 个 4x 五 到 万 的 代数 运算 ， 
我 们 常用 一 个 表 , 叫做 运算 表 来 说 明 ， 假 定 4 有 个 元 员 ; 
B 有 六 个 元 而 ， ee 
oO: (a 6,)—0,, 
是 所 给 的 代数 运算 . 我 们 先 画 一 答 线 ， 在 这 引线 上 端 画 一 向 有 的 
+» + 


和 


二 PE ET or = 


横 线 . 把 44 的 元 919 Ga 0 做 次 写 在 惟 线 的 左边 ， 把 如 的 元 六 ， 
B62, sb。 依次 号 在 横 线 的 上 过 ,然后 把 对 a: 和 5,; 进行 运算 后 所 得 
结果 a,; 写 在 从 4; 太行 的 横 线 和 从 uF 下 行 的 年 线 的 交点 上 : 


iI, | 本 ,1 ds ~ dm 
比方 说 , 例 4 的 代数 返 算 的 运算 表 是 
|12 

1 | 奇 柯 
2 | 偶 奇 
用 运算 表 米 说 明 一 个 代数 运算 , 常 比 用 箭头 或 用 等 式 的 方 共 省 事 ， 
并 且 清 楚 . 

4 x 瑟 到 忆 的 一 般 代 数 运 算 用 到 的 时 候 比 较 少 ， 最 常用 的 代 
数 运算 是 4x4 到 44 的 代数 运算 ， 在 这 样 的 一 个 代数 运算 之 下 ， 
可 以 对 44 的 任意 两 个 元 加 以 运算 ， 面 且 所 得 结果 还 基 在 4 里 面 . 
所 以 我 们 有 

定 祥 ”假如 口 是 一 个 4x4 到 4 的 代数 运算 ,我 们 就 说 .党 全 4 
对 于 代数 运算 来 说 是 闲 的 , 也 说 ,是 4 的 代数 运 算 或 二 元 运算 . 


习 
1. 4 = 所 有 在 等 于 零 的 侦 数 +， 找 一 个 集合 厂 , 使 得 普通 除 洁 是 生 X 殷 
到 如 的 代数 运算 ， 是 不 是 找 得 到 一 个 以 上 的 这 样 的 加 3 
2， 4 二 494, cj， 规定 4 的 两 全 不 同和 的 代数 运算 ， 


$4. 结合 律 

有 导 上 -~“- 节 的 3, 4 两 例 , 我 们 可 以 看 出 , 一 个 代数 运算 是 可 以 相 
当 任 意 规 定 的 , 并 不 一 定 有 多 大 意 又 ， 假 如 我 们 任意 取 几 个 集合 ， 
任意 给 它们 规定 几 个 代数 适 秆 ,我 们 很 难 希 望 , 可 以 由 此 算出 什么 
好 的 结果 来 .所 以 以 下 将 遇 到 的 代数 运算 都 适合 某 些 从 实际 中 来 
的 规律 常见 的 这 种 规律 的 甘 -一 个 ,就 是 结合 律 . 

我 们 看 - -个 集合 4 一 个 4x4 到 4 的 代数 运算 c. 

在 4 里 任意 取出 三 个 元 4,8,5 来 ,假如 我 们 写 下 符号 

aboe 
那么 这 个 符号 没有 各 么 意 闵 ， 央 为 代数 运算 只 能 对 两 个 元 进行 运 
算 ， 但 是 我 们 可 以 先 对 和 进行 运算 ,而 得 到 eco， 因为 大 
由 x 总 到 4 的 代数 运算 , a558E4， 所 以 我 们 又 可 以 把 这 个 元 同 c 来 
进行 运算 , 折 得 到 一 个 结果 .这样 得 来 的 结果 , 普通 用 加 括号 的 方 
法 来 表示 ， 所 用 的 步骤 也 就 叫做 加 折 导 的 步 晤 .由 上 面 所 描写 的 
机 骤 得 灯 的 结果 ,用 加 括号 的 方法 写 出 求 , 品 足 
(ohyoe 
但 我 们 还 有 另外 -种 桥 插 号 的 步 邓 ， 它 的 结果 用 规 括 和 号 的 方法 写 
出 来 十 
cheor) 

在 -- 般 情形 之 下 ， 出 这 商 个 不 同 的 步 县 所 得 的 结果 地 未 上 相 朵 . 
我 们 举 -个 例 . 

例 4= 所 有 整数 ;代数 运算 是 次 通 油 法， 那么 

[7 一 有 一 :二 和 一 人 一 上 除非 e=0 

现在 我 们 下 一 个 

定义 ”我 们 说 ,一 个 集合 4 的 代数 运算 < 后 结合 生 ,假想 对 
于 4 的 任何 三 个 元 6,8,6 来 说 ;都 有 
* 1 ， 


-- -一 一 -一 - -- --- - a a 


(sob)oc 一 和 cfpoe 1 

《 广 意 : G8, 5 不 一 定 是 不 相同 的 元 .) 

让 我 们 看 一 看 , 结合 律 有 什么 作用, 

在 4 里 任意 取出 区 全 元 中, gs 来 ,假如 我 们 写 下 适 号 

og2 0 Og, 

这 个 符 导 当然 也 证 有 意 闪 ， 但 是 假 姑 我们 用 -一 个 加 括号 的 沙 曼 ， 
当然 世 会 得 到 一 个 结果 .有 拖 括 号 的 步 又 昌 然 不 止 一 种 , 但 轩 为 
是 一 个 有 限 上 整数 ， 这 种 步 轰 的 个 数 总 是 -- 个 有 限 整 数 ， 仿 定 它 是 
六 ,我们 把 由 这 以 个 李 又 所 得 的 结果 用 

FICOF20 Om) al OO OG Je Ty (GOO OG,) 
来 表示 .比方 说 ,在 上 面 %=3 的 时 候 , 入 =2, 我 们 就 可 以 叫 

Ttaobor) 一 人 DBP Tauoboc) =anthoc) 

这 样 得 来 的 六 个 x(a10925…og,) 当然 未 必 相 等 ， 但 是 它们 也 可 能 
都 相等 .我们 规定 ; 

定 光 ”假如 对 于 有 4 的 nn (n>2) 个 固定 的 元 44,02,… ,G6, 来 说 ， 
所 有 的 rtqgcaaco…cewJ 妊 相等， 我 们 就 把 由 这 些 步 又 可 以 得 到 的 
唯一 的 结果 , 用 eicaao…oan 来 表示 . 

现在 我 们 证 明 

定理 ”假如 一 个 集合 4 的 代数 运算 o 适合 结合 律 ， 那 么 对 于 
4 的 任 首 QtR 送 2) 个 元 而 ;932,94 来 说 ,所 有 的 rtGtoaac…ecan) 
都 相等 ; 因此 符号 aioaao…oa 也 就 总 有 意义 ， 

证 明 用 数学 归纳 法 ， 

我 们 知道 , 车 是 只 看 两 个 或 三 个 元 , 定理 趾 对 的 . 

很 定 ,若是 元 的 个 数 志 nw 一 1, 定理 是 对 的 。 我 们 说 ， 在 这 个 慷 
定之 下 , 对 于 一 个 任 窟 的 feioesco…ea) 来 说 
(1) 下 《人 存 1DG3P OF) = ON, ) 
这 一 步 能 艇 证 明 , 我 们 的 定理 也 就 证 明了 . 


» 于 了 皇 


I a A -一 -ru To 


这 一 个 zx(q10820… 06) 是 经 过 一 种 加 括号 的 步 又 所 得 来 的 结 
果 , 这 个 步骤 的 最 后 一 步 总 是 对 两 个 元 进行 运算 ; 
TF ON ) bob, 
这 里 ;D1 是 衣 奋 的 才 干 个 ,假定 是 i 个 元 ,9s,…;Gi 经 过 -一 个 加 
括号 的 步 又 所 得 的 结果 ,bs 是 其 余 的 nn 一 i 个 元 pi G42 "Gr 经 
过 一 个 加 括号 的 步骤 所 得 的 结果 ， 因 为 和 有 一 i 都 <n 一 1, 由 归 
纳 法 的 假定 ， 
bi=aom2nn0,, bm~arrdn2d On, 
TNORD OR) = COR OR OQ OR 0 oN,) 
假如 i 二 1， 那么 上 式 就 是 (1) 不， 我 们 用 不 着 再 证 明 人 什么。 假定 
iT 持 志 
Xoo og} = ooo 00) ol oN 0 oon, ) 
=a cL {imomog, on oR a0 "oN,)1 
一 GOCfesosgsc-og 
即 《17 式 仍然 成 记 ， 证 完 ， 
时 于 这 个 定理 ， 假 如 结合 律 成 立 ， 我 们 就 随时 都 可 以 应 用 
GO220 po 这 个 他 号 ; 这 对 于 我 们 当然 是 一 件 极 方 便 的 龙 . 结合 


律 的 重要 也 就 在 此 ， 
,Gt 

-全 一 习 是 
-人 


1， A={ 所 有 不 等 于 零 的 实数 ).o 是 普通 除法 : qob 一 吾 , 这 个 代数 运算 
. nh 合 律 1 站 a 
2，A4 二 {所 有 实数 }.f NG 

oO it ba 2b =i0D ~ 

| ”这 个 代数 运算 近 合 不 到 全 结合 律 : 从 
2 = 1 本 b, cy}. 应 表 RN 起 刘 


中 1 
Ep 2 | " 
Hn 站 ?A 
人 中 
7 区 上 


所 让 Le | gl | 性 m pp ce 

. > ， 站 bp 四 x 

人 Dd 人 《1 J/ 本 nn mT 
A 


给 的 代数 运算 通 合 不 运 合 结合 律 ? 忆 


交换 律 

一 个 代数 运算 常 适合 另 一 个 规律 , 斌 是 交换 律 ， 

我 们 知道 ， 在 一 个 4x44 到 也 的 代数 运算 ?之 下 ; aop 未 必 等 
手 Bce， 仙 是 庶 巧 go 也 可 以 等于 poa、 

定 ”我们 说 ， 个 4x4 到 也 的 代数 运算 0 适合 交换 律 , 假 
如 对 于 上 4 的 任何 两 个 元 4a;8 来 说 ,部 有 

oob -bea 

我 们 有 一 个 与 上 节 的 定 奸 类似 的 

定理 假如 -个 集合 44 的 代数 运算 6 同时 适合 结合 稚 与 交换 
律 , 堵 么 在 aieaso…pa 里 ,元 的 次 序 可 以 掉 换 . 

证 明 ”我 们 用 归纳 巷 . 

当 我 们 只 看 … 个 或 五 个 元 的 时 候 , 定理 是 对 的 ， 

假定 ; 当 抱 的 个 数 =n 一 1 时 ,定理 成 立 ， 在 这 个 假定 之 下 ,我 
位 证明, 普 是 把 wa, 的 次 序 任意 颐 倒 -- 下 ,而 作成 一 个 

Ee 
这 此 io 还 是 1,2,…, 这 如 个 整数 ,不 过 次 序 不 同 , 那么 
QO OB, -1 O02 OF, 

2 有 一 个 等 于 1#, 假 定 是 和 那么 ;由 于 结合 律 .区 
怕 律 以 及 虹 纳 法 假 完 

ls 人 OO, of aola,, oom )] 

六 (GD ,ole om joa,] 


» 了 


Bea, OnR, OOo8) jog, 
(gog "Om _1) Od, 
= Qa oa 证 完 
我 们 普通 所 习 知 的 重要 代数 运算 ， 都 是 适合 交换 律 的 ， 以 后 
要 碰 到 一 些 不 适合 交换 律 的 代数 运算 . 那 时 我 们 会 感觉 到 , 计算 起 
米 韭 常 不 方 恒 .所 以 交换 律 出 是 - -个 和 裕 重 要 的 规律 


习 题 
， 44 一 {所 有 实数 }， 0 是 普通 沽 法: nb=a 一 bp， 这 个 代数 运算 适合 不 


活 公 避 二 从， 
2. 4= ta, be dy. 中 长 


抽 缩 的 代数 运算 适合 和 不适 台 交换 菲 ? 


8$6. 分 配 律 

结合 律 和 交换 律 都 只 同 “种 代数 运算 发 生 关 系 ， 现 在 要 讨论 
同 丙 和 代数 运算 发 生 关 系 的 .种 规律 ， 就 是 分 配 律 ， 我 们 看 两 种 
代数 运算 六 和 个: 

后 是 一 个 x4 到 二 的 代数 运算 ， 

中 是 一 个 六 的 代数 运算 ， 

那么 , 对 于 任 总 的 吾 的 志和 4 的 etas 来 说， 

PRA BOC(aBas) 和 LODa PB) 

都 有 意 文 , 都 是 4 的 元 ， 但 这 两 个 元 未 必 相 等 . 

定义 ”我 们 说 , 代数 运算 仿 , 人 外 适合 第 一 个 分 配 律 , 假如 对 于 


PE 。 ， r ， 


Nb 放 
上 8 的 性 何 5,4 的 任何 Gas 来 说 ,都 有 ， “ 
ba De) = (BOaN DE Dos) 
例 假如 B 和 有 殷 都 是 全 体 实数 的 集合 , 信和 外 就 是 普通 的 乘 
法 和 加 法 , 那么 上 式 就 变 成 
Oa He)"- (ba) 十 《Da ) 
所 以 分 虑 律 并 不 吓人 慎 么 夷 怪 的 规划 ， 
现在 我 们 证 明 
定理 1 假如 从 适合 结合 律 , 而 且 久 ,外 适合 第 一 分 配 律 ， 屠 
么 对 于 B 的 任何 5,4 的 任何 a1, 943,…, G6 来 说 ， 
bo Ba La PDRb gy 
证 明 ”我 们 用 归纳 法 ， 当 nw 一 1,2 的 时 候 ， 定 理 是 对 的. 假 
定 , 当 a1;92,… 的 个 数 只 有 zw 一 1 个 的 时 候 , 定理 是 对 的 ,现在 我 们 
看 有 ”个 a: 时 的 情形 ， 这 时 
bm DPB) bea Pa) PD a] 
HY fo (a BB a 1) Bb Oa,) 
=[thoadH DH) Di,) 
= (ba DPB,) 证 完 
以 上 是 说 的 第 一 个 分 配 律 ， 第 二 个 分 配 律 问 第 一 个 完全 类 
似 ， 我 们 看 颗 个 代数 运算 : 
号 是 一 个 4x 台 到 4 的 代数 运算 ， 
中 是 一 个 4 的 代数 运算 ， 
那么 (Coq CP os) 8 和 a VP) Dg 8) 
都 有 意义 . 
定义 ”我 们 说 ,代数 运算 心 , 四 适合 第 二 个 分 配 律 , 假如 , 对 于 
B 的 任何 5, 4 的 任何 由 ,es 来 说 , 都 有 
Co Ba) 968=(q1 8)@(az D5) "只 信 隔 5 待 
园 以 上 一 样 , 我 们 有 
ss 1 * 


定理 2 假如 中 适合 结合 律 ， 和 而且 仿 ,中 适合 第 二 分 配 律 , 那 
么 对 寺 五 的 征 何 六 的 性 何 aaa yan 来 说 ， 
(CaPD"Do) B= DBD"D(a, vb) 
分 配 律 的 重要 性 在 于 它们 能 巴西 种 代数 运算 中 有 一 种 联系 ， 


习 
假定 怠 , 生 是 4 的 两 个 代数 运算 ， 评 且 红 适合 结合 律 ， 操 , 外 适 和 台 两 个 分 
配 律 ， 证 明 
(omb Ba Pm) 
= PD bs) 


$ 7、 一 -一 映射 ,变换 

以 上 讨论 了 代数 运算 和 代数 运算 常会 满足 的 开 个 规律 . 这 些 
讨论 部 是 普通 代数 里 习 见 的 东西 的 推广 和 如 课 。 以 下 常 要 把 两 个 
集合 和 4 和 并 加 以 比较 ,因此 需要 进一步 研究 和 4 到 和 4 的 映射 ， 

先 着 两 个 例子 . 

例 1 4= {1,2,3,4,5})， 才 一 {2, 和 ,56,8}Y， 于 和 必 
中 ; 1 一 -一 ?号 ， 了 一 一， 届 一 一 站， 二 一 一 2 一 一 一色 
是 一 全 了 4 到 4 的 映射 . 

例 2 4= 11,2,3,…)}， 二 =《 奇 , 偶 }， 那 么 
业 : 1,3,5, -3 坷 2, 46 > 侦 
是 一 个 4 到 4 的 肥 射 . 

在 例 工 里 , 4 的 元 8 不 是 4 的 任何 元 的 象 , 而 在 例 2 里 , 4 的 
两 个 元 地 都 是 4 中 某 些 元 的 象 . 
定义 若是 在 一 个 集合 4 凶 集 合 筷 的 映射 加 下 ，44 的 每 一 个 

少 是 4 中 项-- 个 元 的 象 , 那么 少 叫 做 一 个 4 到 4 的 满 射 . 


里 有 一 个 相同 的 象 ， 比 方 说 在 例 2 里 , 4 的 不 同 的 元 1，3,… 在 着 
和 


里 的 象 部 是 坷 , 4 的 不 同 的 元 2,4,… 在 妇 4 里 的 象 都 是 情 . 

但 在 一 个 上 4 到 甩 的 也 射 之 下 ， 可 能 上 4 里 的 不 阿 的 元 在 毛里 的 
象 也 不 相同 . 

定义 一 个 44 到 4 的 映射 


出 : 府 一 一 他 


叫做 一 个 44 到 4 的 单 射 ,假如 
0 十 一 >5 二 六 EE=B Oo=b. 


.个 既是 潢 射 又 是 单 射 的 映射 转 别 重要 
定义 “假如 一 个 集 险 讲 到 党 合 互 的 映射 秋 既 是 满 射 又 是 音 


射 , 那么 直 甩 做 一 个 4 与 冯 提 的 一 一 映射 . 

在 一 个 万 与 刀 间 的 一 觅 射 之 下 ，4 的 短 一 个 元 都 是 而 且 只 
是 有 万 里 面 一 个 元 的 介 . 我 们 举 一 个 例 . 

例 3 4={1,2,3,--…Y， 有 4 一 12,4,6,…}， 那 么 ， 


中: 1-- 一 >2，2- 一 一 4，… 
是 一 个 妈 与 4 间 的 一 一 喘 射 . 
一 一 有 映 射 有 以 下 的 重 密 性质: 


定理 一 个 4 与 4 闻 的 -一 映射 四 带 来 一 个 通常 用 办! 表示 
的 4 与 44 间 的 一 一 映射 ，u 手 评 其 ” 

证 明 ”首先 我 们 利用 中 来 作 一 个 4 到 4 的 映射 8"!， 这 就 是 
说 ， 我 们 利用 甬 来 赫 4 的 每 一 个 元 豆 规 定 一 个 唯一 的 在 4 里 面 的 
象 ， 我 们 规定 ， 
的- 5 一 6 一 g105) ,假如 雹 一直 (G) 
由 于 $$ 是 4 与 刀 间 的 一 ~… 了 映射 ,给 了 和 4 的 一 个 尾 意 的 有 而 县 只 
有 一 个 妈 的 4 能 句 满 足 条 件 $B(0o) =&, 这 就 是 说 ,给 了 有 所 的 一 个 任 
意 的 #5， 由 于 规则 $-!， 我 们 能 而 且 只 能 得 到 一 个 44 的 qa， 这 样 ， 
上 1! 是 一 个 所 到 44 的 贞 射 . 

现在 我 们 证 明 引 5 是 4 与 4 间 的 一 一 映射 。 


2 I rr 对 一 了. 下 对 时 时 类 和 时 5 rT 


(i) 区 -1 是 了 到 4 的 满 射 , 换血 话说 , 在 各! 之 下 ，4 的 二 
一 元 都 是 和 4 的 某 一 元 的 象 ， 因 汰 ,给 了 4 的 一 个 任意 元 4 一 定 


$i: 这 个 & 一 一 给 的 a 
(ii) o> 1 1) 
因 汶 ,由 有 的 定 苑 ， 
站: ti)— a 
区- 区 的 一 一 站 


若是 有 入 本) 二 和 105), 那么 区 和 4 是 间 一 个 元 在 上 之 下 的 象 , 因 
而 5 一 5b, 与 假定 评 突 ， 证 完 ，4l 

这 样 几 和 由 上 正 象 作用 力 和 反作用 力 一 样 ， 永 远 同 时 存在 ， 
因此 ,一 个 和 与 羡 间 的 一 -一 上 映 射 东 我们 也 常用 特 号 
: 村 一 六 
来 表示 ， 这 里 ,向 右 的 第 头 表 示 东 的 作用 , 向 左 的 第 关 却 表示 帮 " 
的 作用 ,不 过 我 们 没有 把 $-! 明 写 出 来 楼 了 ， 由 于 同一 娃 由 , 对 于 
一 个 一 一 映射 下 来 说 , 4 与 4 的 次 序 所 占 的 地 位 不 太 恒 要 ， 因 此 ， 
我 们 把 由 记 航 4 与 十 间 的 一 一 上 映射. 

注意 : 假如 4 与 二 间 有 一 人 一 一 映射 存在 ,而 4 是 有 限 集 合 ， 
那 乞 显然 二 也 是 有 限 混 合 ,而且 44 与 生 所 包含 的 元 一 样 多 ， 因 此 ， 
一 个 有 限 集 合 与 它 的 一 个 真子 集 间 不 能 有 一 一 映射 在 在 ， 但 当 4 
与 4 是 无 限 全 合 的 时 候 , 情形 完全 不 同 , 上 面 例 3 里 的 站 与 4 间 有 
一 个 一 一 映射 存在 , 可 是 扫 的 确 是 4 的 真子 集 . 

结尾 我 们 还 要 规定 几 个 名 词 . 在 一 个 映射 里 出 现 的 万 和 所 当 
然 可 以 是 相同 的 集合 . 

定义 一 个 4 到 和 4 的 上 映射 叫做 4 的 一 个 变换 . 

一 个 4 到 4 的 满 负 、 间 有 或 4 与 4 赔本 一 一 也 抽 开 区 4 弘一 
个 清 射 变换 . 单 射 变换 或 一 一 变换 . 
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变换 .尤其 是 一 变换， 也 是 近世 代数 里 极 重 要 的 概念， 
例 生 4={ 所 有 实数 '. 


T: 让 一 一 -已 
是 4 的 一 个 单 射 变 换 . 
例 5 4=({ 所 有 整数 )， 
z. a >», 假如 4 是 侦 数 
a 假如 4 是 奇数 
是 有 4 的 一 个 注射 变换 ， 
例 66 4 一 《23)， 
Ti 1 31, 2-— 2, 3—— > 
Ta 1 2, 2— ,3—--+1 
都 是 4 的 一 一 变换 ， 
, 习 题 
1. 4 = 斯 有 >0 的 实数 }， 开 ={ 所 有 实数 }， 找 -个 4 与 二 间 的 一 一 
上 映射， 站 A 从 
23. 术 ={ 所 有 尖 0 的 实数 }, 4={ 所 有 实数 0 和 夺 4 夸 1?， 拭 一 个 于 全 44 
的 满 射 or so endl 


3， 慨 定 汪 是 4 与 44 间 的 一 个 一 一 鼎 射 ,a 着 4 的 一 舍 元 ， 六 
| 
车 币 是 二 的 一 全 一 一 变换 , 这 两 个 问题 的 问答 又 读 是 车 各 
§ 8 后 态 

上 一 节 所 说 的 映射 ， 只 与 两 个 集合 44 和 4 发 生 美 系 ， 但 我 们 
以 后 很 少 单独 池 考 窒 集 全 ,而 十 要 看 有 代数 运算 的 集合 ， 因 此 ,在 
这 一 节 里 我 们 要 讨论 到 也 与 代数 运算 发 生 关系 的 映射 . 这 是 近世 

一 me 

代数 星 一 等 重要 的 概念 . 


pr mM 


我 们 看 两 个 集合 4 和 亏 假定 有 一 个 又 的 代数 运算 o, 一 个 及 
的 代数 运算 zs, 并且 有 一 个 4 到 所 的 映射 攻 . 

假如 4 和 5 是 4 的 两 个 元 , 那么 8(a05), 和 (a)54(5) 都 有 
意义 ,都 是 开 的 元 ， 现 在 我 们 问 ,是 区 
(1) baob) = $a)5g (0) 
换 一 多 话说 ,假定 在 #6 之 下 ， 

a——a5, b——) 

我 们 问 , 是 否 在 $ 之 下 ， 
{2) dch—— a508 
由 下 面 的 例 3, 我 们 将 要 看 到 ，(1)，(2) 一 般 不 能 成 立 ， 这 并 没有 
什么 希奇 ;因为 $6 根本 同 o, 5 这 两 个 代数 运算 没有 什么 关系 , 车 
aob 规定 的 象 , 未 必 就 刚好 是 555， 现 在 我 们 下 一 个 

定义 一 个 4 到 甩 的 映射 5， 岂 做 一 个 对 于 代数 运算 o。 和 5 
来 说 的 , 4 到 也 的 和 人 恨 如 , 在 $ 之 下 ,不 管 s 和 5 是 4 的 哪 


两 个 元 只 要 


qd——30, b——h 
就 有 qop 一 一 > 区 5 
我 们 举 几 个 例 . 看 以 下 的 集合 和 代数 运算 : 
和 4 二 {所 有 整数 }, 4 的 代 孝 运算 是 普通 加 法 ， 
4 一 (1, 一 1}, 4 的 代数 运算 是 普通 乘法 . 

例 1 办 : 4 一 一 1 (是 生 的 钙 一 元 ) 
是 一 个 和 到 和 4 的 同 态 映射 办 是 一 个 4 到 4 的 映射 显然。 对 于 
4 的 任意 两 个 整数 4 和 来 说 ;我们 有 

a———1l, 8——>l 
4 二 +6——a 1=1lx!1 i 
人 M2 1: q——31, 苦命 是 移 数 
4 一 人 一 1， 车 o 难 毒 煞 
+ 20 + 


= ™ 
rt- - 3 
dr- er i me a 


~ 
9 是 一 个 4 到 有 4 的 满 射 的 同志 映射 ,$2 是 4 到 44 的 注射 ， 显然 ， 
对 于 毛 的 任意 两 个 束 数 4a 和 上 来 说 : 
苔 a,5 都 是 偶数 ,那么 
4——=*1, 6b——?1 
68—-1-…1:1 
若 4,6 都 是 奇数 , 邢 么 
a—>——1, b——>» -1 
二 bol] (1) tC—1) 
若 & 奇偶 ,那么 
a———1, $b——-> [|] 
6 十 pb- 一 一 .C1)x(+1) 
a 偶 ,8 奇 时 ,情形 … 样 ， 
例 3 罗 :: 和 -一 全 一 1 ta 是 站 的 任 一 元 ) 
固然 是 一 个 女 到 44 的 映射 ,但 不 是 同 坊 陕 射 。 寺 为 ,对 于 皇 意 4 的 
a 和 恒 来 说 ， 


本- 一 -> 一 1, b—>—1 
-b> 一 1] 直 { 一 1) x 人 (一 1) 
44 到 筷 的 满 射 的 同 容 映射 对 于 我 们 比较 重要 ， 关 十 这 种 同 态 
映射 , 我 们 还 要 规定 -个 术语 . 
定义 ”假如 对 于 代数 运算 和 5 来 说 , 有 一 个 4 到 4 的 满 射 的 
站 各 存 丰 由 隐 册 这 丰 从属 同 开 痪 和 开 对 人 人 
数 运算 和 = 来 说 , 4 与 4 同 态 . 
同 态 绒 射 的 最大 用 处 在 比较 两 个 集合 ， 现 在 我 们 证 明 几 个 定 
理 ， 来 看 “看 癌 杰 汪 时 在 比较 两 个 集合 时 的 效果 


《这 大 适合 结合 ; (ii) 洪 0 适合 


证 明 ”我 们 用 风 来 表示 4 到 用 的 半 态 注射 . 
(i》 假定 5&8, 5 是 4 的 任意 三 个 元 。 那 各 ,我们 在 4 里 至 消 
找 得 出 二 个 元 ee 来 ,使 得 在 出 之 下 ， 
a— 5, bs3b, Cc——yF 
于 是 ,由 于 g 是 所 态 浇 射 ， 
aofpce] 一 -->6ct6oey 一 Cof5oe) 


(gob)oc— sy{(acb)oc 一 (acpyoc 


但 由 题 设 ， ao(boe) -- {tab)orc 
寺 作 ,aob) oc 和 eof(8: 30) 起 4 里 同一 元 的 象 ， , 朵 而 

一 一 5 

{证 》 我 们 看 4 的 任意 咕 个 元 5,8, 并 且 假 定 ,在 少 之 下 ， 
a— iE, b— >») (a, bEA) 

那么 acb—— ?+aob, bog—— sbon 
得 qopb = bo 
所 以 acb -bod 证 完 


定理 2 假定 , 中 ,外 都 是 集合 4 的 代数 运算 , 加, 转 都 是 集合 
的 代数 运算 ,并且 存 在 一 个 和 4 到 志 的 满 射 %, 使 得 4 与 过 对 于 代 
数 运 算 信 , @ 来 说 同 态 ， 对 于 代数 运算 转 , 中 来 说 了 世 合 态 ， 那 么 ， 
(让 若 @ 由 适合 第 一 分 配 律 , 马 , 四 也 适合 第 一 分 配 律 ; (让 车 人 @， 
中 适合 第 二 分 配 律 , 多, 四 也 适合 第 二 分 配 律 . 

证 明 ”我 们 只 证 明 ( 外 , (让 ) 可 以 完全 类 位 地 证 网 . 

站 万 的 任意 三 个 元 5,5, 并 且 假 定 


站 一 一 一 > 在 ) 一 一 > 已 ， -一 一 他 (qs, Be € A) 


那么 ad(bDe)— > DB) =40 LHe) 

(a Pad ee) 200 Bd) = (0 De) 
但 的 a (DBe) = (a D6 BaDe) 
所 以 dT (BB) = (5) DaTs) 了 


| 题 
T， 过 = (所 有 实数 了 并 国光 六 算是 普通 匀 法 ， 氨 下 有 贞 射 基 不 是 4 
到 4 的 一 个 子 集 有 的 问 老 注 笛 1 
oa) zol] b) sm oe) TR 8)】 一 


, 
2. 假定 4 和 也 对 于 太 帮 经 和 -机 来 说 同志 万 和 4 对 于 代数 运算 


5 各 来 说 同 态 ， 证 明 , 4 和 4 对 于 代数 运算 和 来 说 同 态 ， 
人 


$9。 同 构 , 自 同 构 


一 同志 满 射 一 般 不 是 一 个 一 一 映射 ， 它 在 比较 两 个 集合 时 的 
效果 , 在 上 一 节 已 看 到 。 但 一 同 碟 名 射 可 能 同时 是 一 个 一 一 映射 . 
这 种 加 强 的 同 态 映 射 在 比较 集合 时 更 有 效 ， 对 我 们 也 更 重要 . 

定义 ”我 们 说 ， 一 个 4 扇 也 间 的 … 一 映射 上 是 一 个 对 于 代数 
运算 o 与 5 来 说 的 , 4 与 记 间 的 同 构 喘 血 ( 管 称 癌 构 )， 假 如 在 
之 下 ;不管 a,5 是 4 的 哪 两 个 元 , 只 要 
es 
训 TB ff 

假如 在 4 与 也 闻 , 对 于 代数 运算 o 与 5 来 说 , 存在 一 个 同 构 映 
射 , 我们 说 , 对 于 代数 运算 。 与 5 来 说 , 4 与 4 同 构 ,并 且 用 符号 


_ 2 
来 表示 . 
例 i 4={1,2,3},，4={4,5,6}).。 
1 2 3 ] 4 5 86 
1|33 3 4|16 6 6 
213 3 3 5 16 6 
3|3 3 83 6 [6 6 6 
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各 是 和 4 与 4 的 代数 运算 co 与 5 的 家， 那么 
1—?i4, 2—— 5, 了 一 一 > 站 
是 一 个 妇 4 与 和 4 间 航 同 构 映射 。 因 为 : 
gb=3—— 26—a) 
我 们 要 同意, 侵 如 着 4 与 4 乌 的 同 板 映射 ,那么 #7! 也 是 4 
与 4 位 的 问 构 映 射 。 因 为 ,不 有 :之 下 ,只 要 
机 一 一 ?> 和 ， 丰 一 一 ?下 
他 看 一 一 让 口中 
扬 以 园 构 上 映射 与 也 和 到 的 次 序 没 有 多 大 关系 . 

现在 我 和 们 要 看 一 看 , 周 构 映射 在 比较 集合 时 的 效果 . 

我 们 先 来 研究 一 下 例 1 ， 在 这 个 例 里 ，4 有 三 个 元 ， 是 1,2， 
3， 思 也 有 三 个 元 ,是 4,5,6， 我 们 问 , 4 和 有 所有 没有 什么 区 唱 ? 当 
然 有 ， 因 为 1,2,3 和 4,5,6 是 不 相同 的 东 证 ， 人 但是， 我们 诀 以 说 
1,2,3 和 4,5,6 不 同 , 是 因为 我 们 知道 , 它们 都 是 普通 整数 ,整数 
1, 2,3 和 整数 4,5,6 当然 有 区 别 。 现 在 让 我 们 来 看 一 看 4 的 代数 
运算 o， 应 用 这 个 运算 于 1 和 1 得 3， 于 1 和 2 也 得 3， 于 3 和 2 
得 3, 于 3 和 3 还 是 得 3， 我们 癌 , 我 们 习 见 的 普通 整数 1,2,3, 龙 
否 适 合 过 这 种 规律 回答 是 , 从 来 没有 .这 就 是 说 ,对 于 入 的 代数 
运算 6 来 说 , 4 的 元 1, 2，3 早已 失去 了 普通 图 数 1. 2, 3 的 意义 ， 
同样 ,对 于 和 万 前 代数 运算 5 来 说 ,4 的 元 4,5,6 也 早已 类 去 了 普通 
赣 数 .4,5,6 的 意义 ， 这 样 ， 我 们 方才 是 把 已 经 失去 了 整数 意义 的 
东西 仍旧 看 作 了 整数 ， 而 由 此 就 断定 了 这 些 东 西 是 不 相 网 的 ， 可 
以 说 ， 我 们 的 结论 下 得 术 快 了 一 点 .现在 我 们 不 把 4 的 1,2, 3 和 
过 的 4.5,6 姥 成 普通 整数 , 再 来 作 一 个 比较 ， 那 么 4 有 三 个 元 , 第 
一 个 明和 散 1, 第 二 个 器 做 2, 第 三 个 叫做 3 4 有 一 个 伐 数 运算 , 则 
做 o. 应 用 这 个 运算 于 4 的 任意 两 个 元 所 得 结果 着 是 第 三 个 元 ， 
本 了 


a i 


妨 也 有 三 个 元 ,第 一 个 吗 做 生 第 二 个 时 做 5 第 三 个 叫做 6，4 也 
有 一 个 代数 运算 , 叫 艇 5， 应 用 这 个 适 算 于 4 的 任意 两 个 元 所 得 
结果 也 总 是 第 三 人 元， 这 样 看 起 来 ， 4 同和 实在 没有 什么 本 质 上 
的 区 别 , 唯 一 的 区 别 只 是 命名 的 不 同 而 已 ， 

现在 我 们 看 亚 个 任意 的 ， 对 于 代数 运算 coc 和 5 来 说 是 辐 构 的 
集合 4 和 4. 我 们 可 以 假定 ， 


本 《Ge 
A={a,0,5,*} A } 
并 且 在 4 与 互 间 的 同 构 映射 几 之 下 ， 过 售 、 
可 和- 一 加 tsh, CE— 0, "+ fe 
由 于 同 构 映射 的 性 质 , 我 们 知道 ， ， 
sl mT AN 


这 就 是 说 ， 代 数 运 算 2 在 4 里 规定 的 运算 规则 同 代数 运算 = 在 4 
里 规定 的 适 算 规 则 完全 类 似 ， 唯 一 的 不 同 就 在 一 方面 有 小 横 而 另 
一 方 而 没有 、 因 此 , 和 4 如果 有 一 个 性 质 ,这 个 性 质 是 完全 可 以 用 代 
数 运算 o 计算 得 来 的 ， 那 么 4 就 有 一 个 完全 类 似 的 性 质 ， 反 过 来 
说 ， 才 的 一 个 只 同 代数 运算 s 有 关 的 性 质 世 决定 一 个 完全 类 似 的 
4 的 性 质 ( 参 看 I, 8 定理 1, 27， 这 就 是 说 ， 苦 是 仅 就 代数 运算 = 
对 4, 代 数 运算 5 对 寻 所 发 生 的 影响 来 看 , 4 与 过 只 有 形式 上 的 不 
同 ， 而 没有 和 什么 本 质 上 的 区 别 ， 当 然 4 与 4 的 元 一 般 是 不 相 辐 的 
东西 ; 但 正如 我 们 在 本 节 开 头 所 讨论 的 情形 一 样 ,这 种 不 同 是 受 外 
来 的 影响 而 产生 的 . 

总 括 起 来 我 们 得 到 结论 : 

假定 对 干 代数 运算 0 与 5 来 说 , 4 与 4 同 构 ， 那么 ,对 于 代数 
运算 与 = 来 说 , 4 与 4 这 两 个 集合 ,抽象 地 来 看 , 设 有 什么 区 别 
(只 有 命名 匡 辣 不 同 )， 尖 一 个 人 全 有 一 个 只 与 这 个 集合 的 代数 和 
算 有 关 的 性 质 , 那么 易 一 个 集合 有 一 个 完 金 类 似 的 性 质 . 
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这 料 , 同 构 映 射 星 比 较 两 个 集合 时 最 有 将 的 工具 . 

最 后 我 们 还 要 规定 一 个 名 词 ， 一 个 集合 4 同 4 自 己 之 间 当 然 
岂可 以 有 同 构 上 映射 存在 ， 假 定 o 是 一 个 4 的 代数 运算 ， 

定义 ”对 于 0 与 2 来 涪 的 -- 个 4 与 4 间 的 同 构 映射 叫 角 一 个 
对 十 o 来 说 的 4 的 自 同 构 ， 

自 同 梅 映 射 也 是 一 个 柜 备 归 的 概念 

例 2 ”4={1,2,3)， 代 煞 运 第 o 由 下 表 给 定 : 


1 2 3 
1 3 3 3 
2 3 3 3 
3 3 3 3 
对 人 么 
四: 1 一 一 ?2 一 -一 1，3 一 一 3 


是 一 个 对 于 4 来 说 的 4 的 自 同 构 . 


习 题 
1， 寻 一 49 2， 找 数 运算 2 四 下 下 给 定 
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四 站 本 
找 出 所 有 4 的 变换。 对 于 代数 运算 来 说 , 这 些 一 -- 变 换 是 否 都 是 有 4 的 
浊 同 构 ? 并 
2 二 二 1 所 有 有 塌 数 }， 找 - -个 44 的 对 二 普 通 夫 甘 来 涪 的 自 同 构 《上 映射 
wer 除外 )， 7277 | 


3.* 4 二 {所 有 有 理 数 }， 4 的 代数 运算 是 兽 道 加 庄 ， 和 二 { 扩 小 学 9 的 有 
理 数 ); 所 的 代数 运算 是 普通 乘法 ， 证 盟 , 对 于 闪 的 代数 远 别 莱 浪 省 塘 水 阅 
没有 同 构 映 射 存 在 (先决 定 0 在 一 个 司 构 映射 之 二 的 象 )、，>: 

重 人 各 " 
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8 10， 等 价 关系 与 集合 的 分 类 


我 们 将 来 除了 把 两 个 集合 拿 来 比较 之 外 ， 有 时 也 要 把 一 个 集 
合 分 成 若干 个 子 集 来 加 以 讨论 ， 这 时 就 要 用 到 集合 的 分 类 这 -个 
概念 ， 这 个 概念 和 另外 一 个 叫做 等 价 关系 的 基本 概念 有 密切 的 关 
系 . 在 这 一 节 里 , 我 们 要 讨论 一 下 这 两 种 概念 . 

我 们 先 规 定 社 么 叫做 关系 . 

我 们 看 一 个 集合 4 同 曙 一 个 集合 D，D 只 包含 两 个 元 ， 就 是 
TPE 

定义 一 个 4x 有 4 到 也 的 映射 吾 叫 艇 4 的 元 闻 的 一 -个 关系 ， 

若 RCa,b)= 装 ,我 们 说 , 4 与 了 符合 关系 五 , 记 成 a 到 . 

若 Ca,6b)= 错 ,我 们 说 , a 与 8 不 符合 关系 R. 

由 这 个 定义 , 给 了 有 4 的 元 闻 的 一 个 关系 , 我 们 可 以 决定 ,任意 
一 对 和 4 的 元 4,5 是 否 符 合 这 个 关系 ， 

例 1 4=! 所 有 实数 }. 
A: (gq: 台 ) 一 > 对， 若是 5 一 9 是 正 的 

(gq) 一 一 策 ， 若 是 5 一 9 不 是 正 的 

是 4 的 元 尊 的 一 个 关系 , 之 出 就 是 我 们 普通 用 符号 二 表示 的 关系 . 

等 价 关 系 是 ~- 种 峙 原 的 关系 , 占 的 地 位 特别 重要 , 这 种 关系 我 
们 一 般 用 ~ 来 表示 . 


定义 ”集合 4 的 元 间 的 一 个 关系 全 叫做 一 如 


满足 以 了 规律 


I， 反 射 律 ; a 4 是 4 的 哪 : -个 元 
和 对 称 律 6~5 汪 >b~a | 


重 ， 推移 律 : ab, 一 ae 
若 a~8, 我 们 说 , & 与 8 等 价 . 


我 们 举 一 个 例 . 

例 2 “等 于 "这 个 关系 是 一 个 等 价 关系 . 

现在 我 们 规定 什么 叫做 集合 的 分 类 . 

定义 ”车 把 - -个 集合 4 分 成 若 下 个 叫做 类 的 子 集 ， 使 得 4 的 
每 一 个 元 属 玉 而 上 只 属 玉 二 个 秋 ， 那么 这 到 娄 的 下体 叫做 集合 4 
的 一 个 分 类 . 一 

等 价 关系 与 集合 的 分 类 的 关系 由 以 下 两 个 定理 可 以 看 出 . 

定理 1 和 集合 4 的 一 个 分 类 决定 4 的 元 间 的 一 个 等 价 关 系 , 

证 明 我们 利用 给 的 分 类 来 作 一 个 等 价 闫 系 ， 我 们 规定 ， 

a~， 当 而 且 只 当 ae 向 在 一 类 的 时 想 

这 样 规定 的 ~ 显然 是 4 的 元 间 的 一 个 关系 ， 我 们 证 明 ， 它 是 一 个 
等 价 关系 . 

I. & 与 a 同 在 一 类 ,所 ba~a, 

EE。 若是 4 与 5 同 在 一 类 ,那么 8 与 a 也 同 在 一 类 , 所 以 


pi | 
在， 若是 a,b 同 在 一 类 , 5,¢ 同 在 一 类 , 那么 ec 也 后 在 一 类 ， 
所 以 da~b,b~c—ou~e 本 证 完 


定理 2 和合 4 的 元 间 的 一 个 等 价 关系 ~ 决定 上 # 的 一 个 分 类; 

证 明 我 们 利用 给 定 的 等 价 关 系 来 作 一 个 4 的 分 类 ， 把 所 有 
同和 4 的 一 个 固定 的 元 4 等 价 的 元 都 放 在 一 起 , 作成 一 个 子 集 -这 个 
子 集 用 符号 {fe] 来 表示 ， 我 们 说 , 所 有 这 样 得 到 的 子 集 就 作成 4 的 
一 个 分 类 .我 们 分 三 步 来 近 明 这 一 点 . 

(1) oa~b—>Lal= [8] 
所 十 nb 
那么 , 由 等 价 关 系 的 性 质 下 以 及 [a] 和 [ 菇 酚 是 食 ， 

ceLto]— ec~a——y>c ~4b oye eb] 

这 就 是 说 ， 


* 有 


《1) [elSLe] 
但 由 等 价 关系 的 性 质 下 ， 
已 一 -站 
因此 同样 可 推 得 
(2) [Ciliael 
由 (1) 与 (2)， [aj=[61 
(ii 加 的 每 一 个 元 & 只 能 属 十 一 个 类 , 
假定 at[b], atle] 
那么 由 [81,Lej 的 定 羡 ， 
gh, ad™~ec 
这 样 ,由 下 , 班 ， De 
二 是 由 (i)， [81= Le] 
《iii) 轨 的 锤 一 个 元 9 的 确 赂 于 基 一 个 类 ， 
因为 , 由 工 以 及 上 述 类 的 定 浆 ， 
az[al 证 元 
关于 集合 的 分 类 我 们 常 要 用 到 以 下 的 两 个 名 启 ， 
定义 ”假定 我 们 有 一 个 集合 的 一 个 分 类 . 那么， 一 个 类 里 的 
任何 一 个 元 则 烧 这 个 类 的 一 个 代表 .刚好 由 每 一 类 的 一 个 代表 作 


成 的 集合 轩 做 一 个 全 体 代表 团 ，。 
_ 我们 再 举 - -个 例 ， Psi 公允 网 
鲍 = G10, 1 
我 们 取 一 个 国定 的 整数 x>-0， 利 用 这 个 n， 我 们 规定 4 的 元 
间 的 一 个 关系 五 
qRb， 当 而 生 只 当 nia 一 b 的 时 候 
这 里 ， 符 号 nja 一 5 表示 nn 能 整除 se 一 六 这 显然 是 一 个 等 价 
关系 ， 这 个 等 价 关 系 普通 叫 数 模 % 的 同 祭 关 天, 并 且 用 
56 Le) 
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来 表示 ( 读 成 g 同 余 上 了 模 %). 

这 个 等 价 关系 决定 芒 划 一 个 分 类 ， 这 样 得 来 的 类 叫做 模 的 
删 余 类 .让 我 们 看 -~ 看， 这些 个 剩余 类 是 什么 样子 ， 我 们 容易 看 
出 , 任意 一 个 整数 一定 与 0.1,…,n 一 1 这 个 整数 中 的 ~… 个 周作; 
另 一 方面 ，0,1，…,n 一 1 这 个 整数 中 的 任意 两 个 不 同 的 整数 都 
不 同 余 ， 国 此 我 们 出 好 有 x 个 不 同 的 剩余 类 , 就 是 : 

一 2 —n, 0, RE 2 


上 
[一 人 2 Rl 1 n+l, 2n-l, 


[一 1]= {一 1, 一 1 各 一 1 .37 一 1 3 和 一 1 
我 们 通常 用 0,1 8- 工 来 作 这 芋 个 类 的 全 体 慌 表 团 ， 寺村 
也 可 以 用 另外 的 # 个 数 ,比方 说 1,2,: 
示意: 我 们 只 是 为 说 明 广 全 起 兄 在 上 面 要 定 凡 > 0， 实际 上 
当 # 是 <0 的 整数 的 时 候 , 可 以 完全 同样 地 规定 模 关 的 间 条 疯 系 . 
由 此 得 到 的 剩 佘 类 与 模 | 呈 | 的 剩 祭 业 完全 一样 ， 


习 题 . 
’ Rs 
1， 4 二 {所 有 实数 }。 4 的 元 间 的 关系 > 以 及 关 是 本 本 部 保 英 案 * 2 
2.* 有 人 说 : 仍 如 一 个 关系 王 适合 对 区 生 和 相 区 律 ， 那 和 于 虽 入 所 机 
律 ， 他 的 推论 方法 是 : 中 为 卫 辐 合 对称 律 ， 
xD 一 六 Da 
因为 五 适 会 推移 律 ， 
nhp., pRao—yuRa 
这 个 推论 方法 有 什么 错误 人 
3， 仿 照例 3 规定 整数 间 的 关系 
#5 {一 5) . 
证 明 你 所 规定 的 是 个 等 价 关系 , 并 且 找 出 模 一 5 的 剩余 疼 ， 。， 


二 有 入 ee 


第 二 童 ” 群 论 


有 了 前 一 党 的 准备 工作 以 后 ， 我 们 现在 来 讨论 惟 这 个 代数 系 
统 . 

髓 上 共有 -种 代数 运算 ， 我 们 已 经 者 到 ， 二 企 牧 数 运算 用 什么 
符号 来 表示 , 是 中 以 由 我 们 自由 决定 的 ， 有 了 时 可 以 用 oe， 有 时 可 以 
用 co. 一 个 群 的 代数 运算 普通 为 便利 起 见 ,不 用 o 来 表示 ,而 用 普 
通 莱 法 的 符号 来 表示 , 就 是 我 们 不 写 a 055， 而 号 a8， 并 甩 因 此 我 
们 就 把 一 个 群 的 代数 送 算 叫做 乘法 ， 当 然 一 个 群 的 乘法 一 般 不 是 
营 通 的 乘 落 ， 现 在 我 们 权 看 一 看 ,什么 叫 娠 . 


S81. 群 的 定义 


群 的 定 久 比较 常见 的 有 瑾 种 .我 们 先 看 第 -~ 种 . 

群 的 第 一 定义” 我 们 说 , 一 个 不 空 集合 全 对 十 一 个 叫 概 莱 法 
的 代数 运算 来 说 作战 个 群 ,假如 

JTJ， 好 对 于 这 个 溢 法 来 说 是 困 的 ; 

T， 结 合 律 戌 立 : 

natbey-- tab)e 

对 于 如 的 任意 三 个 此 8,P,¢ 部 对 ; 

征 ， 对 于 全 的 任意 山 个 元 .5 米 说 , 浪 程 

ar=b 和 ye=8 

部 在 好 里 有 部. 

例 1 好 只 包含 一 个 元 9 乘法 是 gg 一 g.， 对 于 这 个 莱 法 米 
说 作成 一 个 群 . 因为 


昌 这 于 
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.如 是 团 的 ; 

I. glgg) = (go9) 9 = 

牙 .。 gxz=9g 有 解 , 就 是 9， 

y9 一 9 有 解 , 就 是 1. 

例 2 G 是 全 休整 数 的 集合 ，G 对 于 普通 加 站 来 说 作成 一 个 
群 ， 因 为 

I， 两 个 整数 相 用 还 是 -个 轧 数 ; 

N, eth-ce)=tath)i+e; 

和 9,65 是 整数 的 时 候 ,4 一 z= 二 B58 Fe 总 有 整数 解 . 

例 3 GG 是 所 有 不 等 十 堆 的 整数 的 集合 . G 对 于 普通 乘法 王 
说 不 作成 一 个 群 。 因 为 , 同 然 

I. 整数 乘 整数 还 是 整数 ， 

1, atbce) = (apye, 
但 3z 一 2 没有 上 整 数 解 , 卫 不 能 被 满足 ， 

但 如 车 是 全 体 不 等 于 零 的 有 理 数 的 集合 , 那么 如 对 于 普通 乘 
法 来 说 作成 一 个 群 . 

现在 假定 6 是 一 个 群 . 我 们 证 明 G 有 以 下 性 等. 

IY. 寻 户 至 少 存在 一 个 抑 e, 是 敌 G 的 一 个 在 单 科 元 ,能 让 


6 如 一 个 

对 于 的 任何 元 & 都 成 江 . 

证 明 由 到, 对 于 一 个 周 定 的 元 6， 

二 由 

在 在 里 有 和 解 . 我 们 任意 取 一 个 解 , 叫 它 作 。: 、 

{1) eb—b 

我 们 说 ,对 于 全 的 一 个 任意 元 9 ~ 
和 三 一 经 

成 亲 . 由 下 ,5z 一 有 和 解 e: 

1 $2 + 
sa 


be—e 
外 届 )， (2),E, 
ea =e(be) = (Eb)e—bo =a 
这 样 , 我 们 证 明了 e 的 存在 ， 证 完 . 
YY、 对 王 护 的 每 一 个 天 9 在 他 星 至 少 存在 一 个 元 上 叫 艇 
的 一 个 左 道 元 ,能 让 
站 站 一 
上 成立 ， 这 里 8 是 一 个 固定 的 让 单位 元 . 
证 明 由 有 ,ya 一 e 可 解 ， 证 完 . 
IY, 两 个 性 质 非 常 重要 , 团 汶 谍 们 可 以 代 桩 群 的 党 一 定 关 里 
的 第 二 条. 
群 的 第 二 定义 ”我 们 说 , 一 个 不 空 集 合 8 对 二 一 个 出 做 葬 法 
的 代数 运算 来 说 作成 一 个 群 ,假如 
[，G 对 于 乘法 来 涪 呈 闭 的 ; 
结合 律 成 立 : 
athe) = {ape 
对 于 如 的 任意 二 个 元 4:5,¢ 都 对 ; 
IY. G 里 对 消 存 在 一 个 顽 单 位 元 e, 能 让 
Et = 
对 于 局 的 任何 元 6 都 成 这 ; 
VY， 对 于 晶 的 每 一 个 元 a4, 在 如 里 至 少 存在 一 个 左 逆 元 67', 能 
i 
我 们 已 经 看 至 ， 由 工 , 工 下 可 以 推出 I YY 来 . 现在 我 们 扩 过 瑟 证 
明 ,由 工 &,JVY,T 也 可 以 推出 于 来 . 这 殊 是 说 ， LE 


等 价值 ， 这 一 点 我 们 分 三 步 来 证 明 . 89(D 
(i) 一 个 在 各 元 一 定 也 是 一 个 右 道 元 人 的 
bb “hb "bbz “CPDL = 化) 


= 他 - ) Se 


i Tt et Tr ni Pe rt Fe a 


可 得 oan! 二 

因为 出 吏 宪 有 元 :使 得 

qn l= 

所 外 .. (Can Nian li}=etan i}— {era}o 1 一 和 ”1 
得 (aa (ae ll}=eaflta ia)z =a (ea !}—=a'g i=e 
所 以 da me 

(ay 一 个 诺 单位 元 一 定 由 是 一 个 布 单位 光 。 这 就 是 说 : 

de = 

对 避 的 任何 元 8 成 并， 

周涛 {or a ea—a 


(aa a=a(tn Ila}=ue 
所 以 Ge 一 性 
(iii) 现在 我 们 证 明 ， 
qr=D 
可 解 . . 
我 们 取 w=a 158， 由 FY, oa"! 在 在 ; 由 了 97'bEGB， 如 的 这 个 元 
显然 是 以 上 方程 的 解 , 因为 由 下 (iD， 辐 Y， 
nmap = (aa b= eb=b 
同样 , Ba! 是 
ya =—b 
的 解 ， 证 完 . 
群 的 第 二 定义 应 用 起 来 向 比 第 一 个 方 恒 ,这 一 点 应 污 注 疮 . 
以 下 载 们 还 要 说 明 儿 个 和 名词 和 符号 ， 
1， 一 合群 @ 的 元 素 的 个 数 可 以 有 限 也 可 以 无 上限， 我 们 规定 
定义 一 个 群 叫 做 有 限 群 ， 假 如 这 个 群 的 元 的 个 烤 是 一 个 有 
限 整数 ， 不然 的 话 ， 这 个 群 弓 做 无 限 群 ， 一 全 有 限 群 的 元 隐 个 数 
» 34 。 


叫做 这 个 群 的 阶 . 
上 和 面 例 1 的 群 是 有 限 群 , 例 2, 例 3 的 群 是 无 限 群 
2， 在 一 个 嫦 里 结合 律 芷 对 的 , 所 以 
a 
有 意义 , 基 日 的 某 一 个 元 ， 这 样 ， 我 们 当然 可 以 把 % 个 相 网 的 元 a 
来 相 习 .因为 我 位 用 普通 有 乘 甘 的 符号 来 表示 群 的 虱 法 ， 这 样 得 来 
的 一 个 元 我 们 也 用 普通 符号 a" 来 表示 : 
吹 
ar--aaa 多 是 正 束 数 
并 且 也 把 它 蚜 敌 & 的 % 次 汪 方 (简称 有 % 深 方 ). 
3， 在 - - 般 的 群 里 交换 律 未 必 成 立 . 但 在 特别 的 群 里 奖 换 律 
是 可 以 成 立 的 ,比方 说 我 们 以 上 三 个 例子 里 的 群 就 都 有 这 个 性 质 , 
定义 ”一 个 群 叫 做 交换 群 ,假如 
dab = bo 
对 于 亿 的 任何 两 个 元 a,8 都 成 立 ， 


习 题 
1.， 念 体 整 数 的 集合 对 了 普通 波 法 来 说 尼 不 是 一 个 履 ? 以 
2.， 举 -- 个 有 两 个 元 的 群 的 例 . 之 WY 


3. 证 闭 , 我 们 也 可 以 用 条 伞 工 以 及 下 而 的 条 件 IY ,7 来 作 群 的 定义 : 
IT 富里 至 省 存在 一 个 右 章 位 皮 ,能 让 
[| 
对 于 如 的 任何 元 a 都 成 亦 
Y， 对 十 如 的 每 一 个 无 a 在 个 里 棕 少 在 在 一 个 省 道 元 a7. 能 让 


‘Ie 


在 这 一 步 遇 我 纪要 证 明 群 的 用 全 极 重要 的 性 质 ， 
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定理 1 在 一 个 群 6 里 在 在 一 个 并 且 只 存在 一 个 元 e, 能 使 


et =0e = 
对 于 如 的 任意 元 6 都 对 . 
证 明 这 样 的 一 个 e 存在 ， 我 们 在 上 节 已 经 证 袁 过 ， 候 定 还 
有 一 个 也 有 这 样 的 性 质 : 
CCe 二 8， {g 可 以 是 的 任 音 元 ) 
那么 ee ee 


所 以 全 只 有 一 个 这 样 的 e， 证 完 ， 
这 个 8 在 一 个 群 里 占 一 个 极 恒 要 的 地 傍 ,。 7 
定 尽 ”一 个 静 芭 的 了 唯一 的 能 使 
E 全 一 Ce = Cg 是 各 的 任意 元 
的 元 器 收 群 全 的 单位 元 . | 
定理 2 对 于 群 人 的 每 一 个 元 4 有 说 , 在 外 里 存在 一 个 而 且 
内 存在 一 个 元 91, 能 使 
a 下 一 !=e 
证 明 这样 的 一 全 存在 ， 我们 已 经 知道 .假定 人 也 是 一 
个 这 样 的 元 : 
Hoe Oe 
著 必 daa l=(a ng =eq !=o! 
= (ur 1) =we = 


有 [只 有 一 个 这 样 的 w71， 证 先 ， 


定义 ”唯一 的 能 使 
ow loorw l=e 
的 元 同和 做 元 9 的 道 元 (有 时 简称 授 )， 
我 们 看 两 个 例 . 


例 1 我 们 已 经 知道 全 体 不 等 于 局 的 有 妇 黎 对 手 普 衣 汪 法 来 


a 


-am -二 ilib hin Fe 


和- 


说 作成 -个 群 。 这 个 群 的 单位 元 屁 1,0 的 逆 元 是 二 ， 

例 2 全 体 整 数 对 二 普通 加 法 来 说 作成 一 个 群 ， 这 个 群 的 单 
位 元 是 等 ,ea 的 道 元 是 一 a. 

当 半 是 正 整数 时 ,我 们 已 经 规定 过 符号 a" 的 意义 , 并 且 我 们 


很 容易 算出 

《1) I -At™ 

(2) (a)"= a"™ 
现在 我 们 利用 崔 一 的 单位 元 。 和 4 的 逆 元 a 规定 : 


—e 
a "={a 1)" 0 正 整 数 ) 
这 样 规定 以 着， 我 们 很 容易 算出 , (1) (2) 岗 式 对 于 任何 整数 n,m 
都 对 . 
还 有 一 个 重要 的 查 念 也 是 利用 位 单元 。 来 规定 的 ， 
定义 ”我 们 看 群 企 的 一 个 元 4a， 能 够 使 得 
全" 二 € 
的 最 小 的 正 整 数 各 叫做 a 的 阶 ， 若 是 这 样 的 一 个 吉 丰 存在， 我们 
说 ，a 是 无 限 阶 的 . 
我 们 再 举 一 个 例 ， 
再 3 如 刚 好 包含 澡 二 1 的 三 个 根 ; 


1, eitV -3 ,Ti -3 


2 2 2 了 ~ 

对 于 普通 乘法 来 说 这 个 好 作成 一 个 群 ， A 

1,1 显然 an” 
IY. 1 是 GQ 的 单位 元 ; 了 


1 工 的 递 元 是 1 si 的 六 无 是 sy ss 的 六 元 是 el 
在 这 个 群 里 1 的 阶 是 1, e! 的 阶 是 3, es 的 阶 是 3. 
群 的 秀一 个 极 属 要 揭 性 质 是 


/ 


Sr rp ri i a hm a A mm ir 上 


定理 3 -个 群 的 二 了 汪 适合 
再 ， 消 告 律 : 若 ar 二 2x 于 么 T= 
若 wa:-y0, 那么 y=y. 


证 明 假定 az= az 
那 冬 a lar}—a (av') 
Ca ia) :Ca a) 
EX 二 此 
EF 
同样 , 由 WG=: a 
可 得 Hy 证 完 
推论 在 一 个 群 里 ,方程 
= b, ya=:b 、 入 + 
各 有 了 唯 “的 解 . 和 ~、 二, 名 
号 
广 习 题 


17 考 任 妇 的 每 -个 矛 都 适合 方程 =e, 那么 全 是 交换 税 ， 
2 在- .个 有 限 涪 里 阶 大 于 2 的 元 的 个 数 -一 一 定 是 侈 数 ， 
3*y 候 定 G 是 一 个 阶 是 倍数 凶 卫 限 驶 、 在 0G 里 阶 等 于 2 的 元 的 个 数 一 定 


是 奇数 . Il> 从 加 鹿 作 和 
4 一 个 有 限时 交 级 个 元 的 芒 直 二 一 一 一 和 


-~ 省 
8 3， 有 限 群 的 为 一 定 父 以 > 


对 子 一 个 有 限 群 我 们 常用 到 -个 定义 ， 这 个 定 mE 
般 定 义 稍微 有 点 不 同 . 因为 有 限 群 在 群 论 里 占 一 个 极 重 要 的 地 位 ， 
我 们 对 于 这 介 汗 文 还 要 讨论 一 下 ， 

我 们 在 上 面 已 经 看 到 , 假如 一 个 有 乘法 的 集合 透 食 页, 那 
么 它 一 定 御 合 Lll 于 .现在 我 们 反 过 来 疝 : 假定 一 个 集会 证 合 上 
.3 。 


开 , 由 , 它 是 不 是 一 定 适 合 工 芽 , 贡 呢 ?7 回答 是 : 不 一 定 . 
例 一 { 所 有 不 等 于 零 的 整数 }、 
对 于 普通 乘法 来 说 这 个 G 通 合 I 有 ,可 是 不 适合 在. 
但 如 果 @ 是 一 个 有 限 集合 时 ,情形 就 不 同 了 ， 因 为 我 们 有 
定理 ”一 个 有 乘 东 的 在 上限 集合 寻 若 是 适合 LE 和 下， 那么 已 
也 适 合 再 
证 明 ”我 们 党 证 项 ， 
“r=b 
在 中 有 解 ， 
假定 有 个 元 ,这 个 元 我 们 用 
他 1 Te 人 
米 表 示 ， 我 们 用 a 从 左边 来 乘 所 有 的 4 而 作成 一 个 集合 


人 一 《ab Ga ***, 00.} 


了 于 工 ， TCH 
人 得当; 站 j 的 时 候 ， 
qi TF , 


不 然 的 话 , 由 请 去 律 ,mi 一 4， 与 假定 不 合 . 因此 如 有 % 个 不 同 的 
元 ， 而 - 
他 一 好 
这 样 ,以上 方程 里 的 ma EGG, 这 就 是 说 ， 
= or 
5 是 以上 方程 的 解 。 辐 样 可 证 ， 
2 一 由 
可 解 ， 证 完 . 
由 这 个 定理 我 们 可 以 得 到 
有 限 群 的 另 一 定义 ”我 们 说 ， 一 个 有 乘法 的 有 限 不 空 集 他 G 
作成 一 个 群 , 假如 一 工 , 正 能 被 满足 ， 


ar rr rr tT pe nL A Tr 


由 .上面 的 例 ,我 们 知道 , 这 个 定义 所 要 求 的 条 件 比 一 般 群 的 定 
久 所 驾 求 的 要 少 一 点 ， 所 以 在 证 明 一 个 有 限 集合 是 一 个 群 了 时 ， 这 
个 定义 是 一 个 很 有 万 的 工具 ， 至 于 这 个 定义 不 能 用 到 无 限 集合 上 
去 ,由 上 面 同一 例 可 以 知道 . 

我 们 知道 ， 一 个 有 限 集合 的 代数 运算 常用 一 个 表 来 表明 .一 
个 有 限 群 的 乘 波音 用 表 来 次 明 ， 那 么 许多 群 的 性 质 都 可 以 直接 从 
表 上 淖 出 。 单 位 元 的 存在 告诉 我 们 ， 表 里 一 定 
的 腕 一 样 ， 世 一 定 有 一 列 元 同 垂 线 左边 的 元 一 样 . 消去 律 告诉 我 
们 , 群 的 金 体 的 元 必 在 每 一 行 也 必 在 每 一 列 里 出 更 . 所 以 给 了 一 个 
有 限 集合 , 一 个 代数 运算 , 若是 我 们 列 出 表 来 一 看 , 以 上 条 件 不 合 ， 
就 知道 这 个 集合 不 作成 一 个 群 ， 可 异 结 合 律 在 表 中 不 易 看 出 . 
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我 们 已 经 有 了 群 的 定义 , 六 且 知 道 了 群 的 儿 个 最 基本 的 性 质 . 
现在 我 们 要 看 一 看 , 同 态 这 一 个 概念 在 群 上 的 应 用 , 以 恒 以 后 可 以 
随时 把 一 个 集合 来 同一 个 群 比较 ,或 把 两 个 群 来 比较 

我 们 假定 G 是 一 个 群 ，G 是 一 个 不 空 集合 ， 并 有 一 个 代数 运 
算 . 这 个 代数 运算 我 们 也 把 它 则 做 乘法 ， 世 用 普通 表示 玩法 的 符 
号 来 表示 ，G 的 乘法 当然 同 他 的 乘法 一 般 是 完全 不 同 药 法 册 ， 我 
们 拖 不 同 的 法 则 都 叫做 乘法 , 并 且 用 同一 的 符号 来 表示 , 假 平 很 容 
易 痢 乱 ， 实 际 上 , 因为 他 的 乘法 只 能 应 用 到 中 的 元 上 雪 ,G 章 滋 法 
只 能 应 用 到 日 的 元 上 上 去， 而 怠 同 而 的 元 的 天 示 方法 是 有 区 别 的 ， 
因此 弄 乱 这 一 点 是 不 致 发 生 的 . 


现在 我 们 证 明 
和 汪 天 让 人 香江 办， 和 人 
一 个 群 “ 扣 家 有 和 

al eesti aa 


证 明 如 显然 适合 群 定义 的 条 件 I， 弛 揭 乘 法 适合 结合 律 ， 
而 企 与 把 同 态 ,由 和 外 8, 定 理 1, 6 的 莱 守 也 适合 结合 律 ,所 以 女 适 
合群 定义 的 条 件 古 我们 还 明 仿 也 适合 IY,Y 了 两 条 ， 
IY，G! 有 单位 元 ee ， 在 所 给 同志 注射 之 下 , 。 右 象 E: 
EP 
我 们 说 , z 就 是 昌 的 个 无 单 位 元 .假定 元 是 如 的 任意 元 ,而 4 是 
下 的 一 个 闭 象 : 


a— 4 
那么 Et 一 六 
但 人 一 次 
所 以 6 一 元 
Y， 假定 5 是 日 的 任意 元 , 9 是 志 的 一 个 逆 象 : 
疗 一 > 交 
a 是 群 他 的 元 ,ea 有 赣 元 ea 我们 把 @ 的 象 叫做 2 ': 
lt 
那么 CT] 让 一 一 GT 
但 疗 - 1 一 如 一 下 
所 以 a ia~=E 


这 议 是 说 ,9-7 是 书 的 左 洲 元 也 就 是 互 的 进 元 -证 完 
我 们 举 一 让 六 
例 1 4 和 包含 spe 三 个 区 上 4 的 乘 攻 由 下 表 规 定 : 


a 而 ec 
如 a 看 昨 
b b ce a 
fi oe & & 


这 就 是 了 , 4 ,习题 3 的 那个 集合 。 当 初 我 们 要 证 明和 4 的 代数 送 算 
+ 4 : 


适合 结合 律 相当 费事 纲 在 我 们 要 进一步 证 明 , 4 作成 一 个 群 
由 下 ,1 , 例 2 ,我 们 知道 ,全 体 整 数 对 于 普通 加 法 来 说 作成 一 
个 群 G， 我 们 把 和 4 同 来 比较 一 下 。 作 一 个 映射 
多 : x 一 4， 假如 xz 三 0 《3) 
一 > 个 旭 YE 三 1 (3) 
7 一， 假如 x 三 2 (3) 
”和 丰 显 然 旦 一 个 满 射 ， 我 们 证 明 ， 邓 是 -个 辐 志 满 射 首先 要 
生意 ，G 和 4 的 代数 运算 郁 是 适合 交换 律 的 ， 所 以 只 要 +g 一 > 
那么 y 十 5 一 9 所 以 要 看 圳 是 不 是 同 态 广 射 ,测验 了 十 # 的 
情形 , 就 不 必 再 测验 y+Y 的 情形 。 现 在 我 们 分 六 个 情形 来 测验 ， 
(i) z=0 (3), y=0 (3) 
那么 “十 8=0 (3) 
这 样 ， 1 一 >， 1 一 一 > 
Td—— 让 在 
(ly w=0 (3), #1 (3) 
那么 +ty=1 (3) 
这 样 ， Ts, yg——b 
A > 二 -CD 
(iiiy ==0 (3), y=2 {3) 
那么 zy 二 2 (3) 
这 样 ， 着 一 一 一 站， y——0 
Ty—0 Ar 
{iv} x 三 1 (3), y=1 (3) 
那么 wy=2 (3) 
这 样 ， Tp, 了 一 一 -> 
TI—e—bb 
(v) ZE (3), y==2 {3) 
* 如 了 


那么 t+ y=0 (3) 
这样， 二 -一 下， Wy— ?6 
ry— he 


(viy wE2 (3), y=2 {3) 


那 径 ra 三 1 (3) 
这 样 ， 必 一 一 人 人 攻 
由 一 部 一 一 全 六 一 性 人 


这 样 6 与 4 辐 态 , 4 是 一 个 群 

我 们 要 注意 , 假如 全 同 台 的 庆 序 挤 痪 -= 下 ,那么 定理 1 不 一 
对 , 换 -… 们 话说 ,假如 5 与 4 同 态 ;那么 # 不 一 定 是 一 个 群 . 

全 2 6 (所 有 认 下 可 利于 证 和 对 光 玉 说 不 作成 一 个 类 
G ={e)，G 对 于 污 法 ee=e 来 说 显然 作成 一 个 群 (参看 I,1， 
例 1 )， 

但 | $B: He 
显然 是 芭 到 他 的 :个 同 态 满 射 

当然 在 我 们 考 不 之 下 的 且 射 若 居 一 人 向 构 味 身 ，C 同 吾 的 次 
序 就 没有 关系 了 . | 

以 下 我 们 苦 是 说 两 个 群 侠 与 到 同 态 ( 同 构 )， 我 们 的 意思 永远 
是 :它们 对 于 三 对 改 瑟 在 来 说 同 态 ( 同 构 ). 

由 定理 1 的 证 明 我 们 直接 可 以 看 出 

定理 2 ”假定 和 公 是 两 个 群 ， 在 妇 到 吾 的 一 个 同 态 满 射 之 
下 , @ 的 单位 元 "的 象 是 人 的 利信 宛 ,G 的 元 的 首 元 ar: 的 象 是 
a 的 象 的 逆 元 . 

在 人 与 仓 间 的 - “个 同 构 映 射 之 下 丙 个 单位 元 互相 对 应 ,互相 
对 应 的 元 的 北 也 互相 对 应 . 


四 地 了 


| 题 


人 很 定 在 两 个 同人 奈 和 到 的 一 个 同 态 蜂 射 之 下 ， 
三 一 一 二 世 
a 与 的 阶 息 不 是 -一 定 相同 ? < 


$85， 变换 和 群 


我 们 到 现在 为 止 已 经 有 了 几 个 群 的 例子 ， 但 这 些 例 子 或 是 利 
用 普通 数 和 普通 加 法 乘法 来 作成 的 , 或 是 些 极 简单 的 , 阶 具 是 1， 
2 或 3 的 抽象 群 ， 并 且 这 些 群 都 是 交换 群 ， 在 这 一 节 里 我 们 要 讨 
论 -种 具体 的 群 ， 这 种 群 一 方面 本 身 非常 重要 ， 另 一 方面 它 能 给 
我 们 一 个 非 交换 群 的 例子 , 并 且 表 明 , 一 个 群 的 元 素 不 一 定 是 数 . 
我 们 取 一 个 集 含 4. 在 17 我 们 已 经 规定 了 什么 叫做 4 的 一 个 
变换 ; 、4 的 一 个 变换 ,、 就 是 “个 4 到 4 自己 的 映射 ， 用 说 明 一 般 
映射 的 符 仿 来 说 明 一 个 变换 芯 眠 懂 是 
~- 
Tr: dS— x 一 TD) 
但 现在 为 慎 利 起 见 ， 对 于 变 神 这 一 种 特殊 的 映射 烛 用 一 种 特殊 的 
符号 来 说 明 ， 我 们 用 符号 


1 


Tt: 在 一 一 人 妊 ” 一 不 


a' 当然 不 是 4 的 + 次 方 的 意思 , 国 为 7 是 一 个 变 措 ,名 的 7 次 方 根 
本 没有 什么 意义 这 只 是 -个 符号 ,正如 我 们 对 于 特殊 的 映射 : 代 
数 适 算 以 及 关系 都 用 特殊 的 符号 二 样 .一 -个 集合 4 在 一 般 情 形 之 
再 当然 可 以 有 若干 个 不 同 的 变换 , 我 们 再 举 一 个 简章 的 例 ， 

例 1 4= 11,2}， 


Le 1 


[a 


”+]， 了 一 一 
Ta: 1——2,， 2 一 一 > 之 


直达 学 


i 则 


Ta l—31l, 2——2 


3 ， 2——>y1 


王政 1 

是 4 的 所 有 的 变换 ， 其 中 ra rt 是 一 一 变 摘 ? 
现在 我 们 把 给 定 的 亡 个 集 使 修 变换 放 企 一 起 ， 作成 一 

个 集合 六 一 《Fr， A Hs sea 

我 们 要 想法 规定 一 个 总 的 代数 运算 ， 这 个 代数 运算 我 们 把 它 叫 做 

乘法 我们 看 号 的 两 个 元 r 和 人 ， 


T: d+ A: 而 一 一 一 ?全 


那么 a— >(a， 
显然 出 是 4 的 一 个 变换 、 因 为 给 了 4 的 全 总 元 a, 我 们 可 以 得 出 
二 处 唯一 的 (a')' 来 ， 现 在 我 们 规定 ， 就 把 这 个 变换 叫 履 同 的 
乘 各 
ti: 看 一 一 人 一 人 
这 样 , 这 个 乘法 是 一 个 号 的 代数 适 算 ， 我 们 举 一 个 例 

例 2 我 们 在 例 1 里 下 几 个 变换 来 算 一 算 它 们 的 对 积 . 


TITa: 1 下 和 一 一 2 
所 以 TIt2 OT CC (2 二 Tv 
Tord: t 一 人 1， 2—3l 
所 以 TaT4 TT i 

”我 们 说 , 如 上 规定 的 乘法 适合 结合 律 : 

- TAR}= TANK 

因为 
tr(AN): 站 中 一 一人 
(trAYu A = {a} | 
E+ Hd——*0 
因为 

> 。 45 


ET: 0 
ET—=T 

TE: QA——3 (0) Oo 

. FE 一 了 

这 样 , 对 于 这 个 乘法 类 说 差不多 已 经 作成 一 个 群 了 可惜， 
虽然 说 是 差不多 ， 到 感 还 是 益 一 点 ，。 拉 为 一 个 任意 的 变换 r 不 一 
定 有 一 个 复元 . 

例 3 我 们 看 例 1 里 的 r ， 胃 一 个 任意 前 了 从 堪 迪 来 溢 Tb 
得 到 


La 1——3{1)""=1, 2 3(27)" -1 
这 就 是 说 , 不管 r 是 二 的 哪 一 个 变 锯 ， 
FF1: 天 全 


换 一 和 旬 话 说 , r! 没有 逆 元 . 

这 样 ,一 般 8 不 作成 一 个 群 ， 

3 本身 虽然 一 般 不 作成 一 个 群 ， 但 它 的 一 个 子 华 好 对 于 上 述 
乘法 来 说 却 不 旬 得 不 能 作成 十 个 群 让 我 们 先 看 一 看 G 作 成 一 个 
群 的 必要 条 件 . 

定理 1 假定 是 集合 4 的 敬 了 个 变 失 所 作成 的 集合 ， 并 且 


证 明 jy 这 的 任意 元 ,那么 因为 是 区 ,有 <- ， 使 得 
tT Ttr ie 
我 们 现在 证 明 人 是 的 二 一 变换 ， 我 们 已 经 知道 , 是 4 的 变换 ， 
这 就 是 说 , + 是 -个 4 到 4 的 映射 。 在 4 里 取 任意 元 4, 那么 


T*, + da oa" =0 = .. 
所 以 直 是 44 到 4 的 注射 ， 假 定 
gq" = bh" 
s AE * 和 < 


那么 (8) =(b' )™ 
i 
外 一 五 
所 以 是 4 与 44 间 的 一 映射， 这 就 是 说 ，T 是 4 的 一 一 变换 . 
证 完 . 
现在 我 们 规定 

定义 ”一 个 集合 4 的 若干 个 一 一 变 怖 对 于 以 上 规定 的 乘法 作 
成 的 一 个 群 叫 敌 4 的 一 个 变 搞 群 . 

以 上 上 我 们 得 到 了 变换 作成 群 的 必要 条 件 ， 并 且 按 照 这 个 条 件 
规定 了 变换 群 这 个 名 词 ， 但 变换 群 基 不 是 存在 , 换 一 句 话说 ,我们 
是 不 是 找 得 到 若干 个 一 一 变换 , 使 得 它们 作成 一 个 群 ,我 们 还 不 知 
道 ， 事 实 上 这 种 群 是 有 的 ， 

定理 2 ”一 个 集合 4 的 所 有 的 一 一 变换 作成 一 个 变换 和 群 9. 

证 明 ”如 适合 群 定 闵 的 1, 有 JY,Y 四 个 条 件 . 

I, 假如 下 19 工 和 是 一 一 变换 ， 那么 rirz 也 起， 

因为 在 4 里 取 一 个 任意 元 4， 由 于 rs 是 一 一 变换 ， 在 4 里 有 
a ”有 以 下 性 质 ， 


Tea: a a". 
由 于 z 是 一 一 变换 ,在 过 里 有 Ge 有 以 下 性 质 ， 
tl: 有 — ?0 = " 
这 禅 ， 

YT 站 ”一 一 看 一 图 一作 


斯 以 myra 是 4 到 4 的 满 射 ， 恨 如 a 夫 5 那么 
gh" Ca YCb yr 
rr 
所 以 TITS 是 一 一 变换 . 
HEH， 结 侣 律 对 于 一 般 的 变换 都 对 ,所 以 对 下 一 一 变换 也 对 ， 


i 
< 一 *” 学 ， 


mm Eh T 1 -mi 1 1 Im -i oT 


IY，。 是 - 一 变换 . 
换 * ', 有 以 下 性 质 ， 


rT!: a 一 一 a， 假如 (ge = 
所 以 
Tlr: a—— re )* oa 
Tt iT=& 证 完 


这 样 ， 我 们 广 明 了 变换 群 的 确 是 存在 的 ， 这 也 是 我 们 第 一 次 
磁 到 的 元 素 不 是 数 的 具体 群 。 以 上 的 定理 当然 不 是 庶 ， 除了 金 体 
一 一 变换 所 作成 的 集合 以 外 ,没有 其 它 的 变换 群 存在 . 

例 4 假如 44 是 一 个 平面 的 所 有 的 点 作成 的 集合 ， 那 么 平面 
的 一 个 绕 一 个 定点 的 旋转 可 以 看 成 4 的 一 个 一 一 变换 ， 我 们 叫 C 
包含 所 有 弹 一 个 定点 的 旋转 ， 那 么 @ 作 成 一 个 变 覆 群 ， 因 为 假如 
我 们 用 r， 米 表 示 转 8 作 的 旋转 ,就 有 

1 to re 一 Fea+oy 是 闭 的 ; 

于。 结合 律 当然 成 立 ; 

IY, e=roE0: 

¥. FT 一 了 0， 
. 但 8 显然 不 包括 44 的 金 部 一 一 变换 ， 

所 以 给 了 一 个 集合 4, 除 了 定理 2 的 最 大 的 变换 群 以 外 , 4 的 
确 还 可 以 有 别 的 较 小 的 变换 群 . 

变换 群 一 般 不 是 交换 群 ， 假 如 ri 是 平面 的 一 个 平移 , 它 把 原 


点 (0 0) 平 移 到 (1, 0); rs 是 绕 原 点 转子 的 旋转 ,那么 r 和 rs 都 是 
例 4 的 集合 4 的 一 一 变换 ， 但 


FITa: (0, 0 一 一 并 (0， 1) 
TaTl: (09,0)—(1,0) 
二 < 可 本 


一 i -rr i | ， 


TITsIF ToT] 
这 样 ,变换 群 告 诉 我 们 非 交 换 群 的 存在 . 
变换 群 在 数学 上 ， 尤 共 在 几何 上 的 实际 应 用 航 广 ， 但 就 是 在 
群 的 理论 上 这 种 群 纪 有 性 的 重 概 性。 我 们 有 
定理 3 任何 一 个 群 都 同一 个 变 撞 群 同 构 、. 
证 明 假定 全 是 -个 群 , 人 的 元 是 a,5,5;…。 我 们 在 里 任 
意 取 出 :一 个 元 x 来 ;那么 Ef 
ry: 7 =": 
是 集合 好 的 - -个 变换 ， 央 为 给 了 G 的 任意 元 9, 我 们 能 够 得 到 一 
个 唯一 的 如 的 元 六:。 这 样 由 好 的 每 一 个 元 和， 可 以 得 鱼 人 的 一 个 
谈 弗 *.。 我 们 把 所 有 这 样 得 来 的 他 的 变换 放 在 一 起 ， 作 成 一 个 集 
合 妇 -trororo)。， 那 妈 
中: CTs 
是 如 至 的 满 射 但 消去 律 : x7 寺 y 一 了 95 天 7 告诉 我 们 ， 
| 蔡 于， 那么 7 二 工 ， 
所 以 $$ 是 蝇 与 人 如 季 的 … 一 映射 ， 再 进一步 看 ， 
gg my) (gy y=) 
这 就 是 说 ， Te fs 
所 以 攻 是 驴 与 全 间 的 辕 构 坎 躺 , 所 区 全 是 一 个 群 ， 但 6 的 单位 元 
的 象 加 ; 
Te 9 一 一 98 一 并 
是 的 恒 等 变换 e, 由 本 节 定 理 1, G 是 好 的 一 个 变换 群 . 这 样 G 
忆 个 变换 群 如 同 构 . 证 完 . . 
这 食 定 理 省 诉 我 们 ， 任意 一 个 抽象 群 都 能 名 在 变换 群 里 找到 
位 的 实例 . 换 一 名 话说 , 我 们 不 必 害 怕 , 以 后 会 找 得 到 一 个 
抽象 群 ,这 个 群 完 全 是 我 们 的 脑子 造 出 来 的 空中 楼 阅 ， 


» A “= 
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习 题 
1.* 人 限定 是 集 台 44 的 一 个 非 一 一 变换 ， 开会 不 会 有 一 个 左 道 元 个 ', 司 
得 tT 一 8? 
2 搬 定 4 是 所 在 实 数 作 虚 的 集合 证 明 , 所 有 4 的 可 坟 写 成 
yt 二 5， 时 有 于 E 数 ,nn 六 上 0 
形式 的 在 痪 作成 -个 变换 群 ， 这 个 群 是 不 是 … 个 代 换 和 群 ? . 
3， 假定 吕 是 一 个 集 和 台 4 的 所 有 变换 作成 的 集 台 .我 们 和 暂时 切 必 旧 冬 号 


T: 站 一 -6 一 Tt 
来 说 明 一 个 变换 t+， 证 明 ,; 我 们 可 以 用 
Tir Tt) | 一 下 | 让 人 


来 规定 一 个 怠 的 器 法 , 这 个 乘法 也 适合 结合 律 ， 并 屿 对 于 这 个 帝 站 来 说 s 还 
是 如 的 单位 元 . 

4. 证 加. 一 个 变换 群 的 单位 元 一 定 是 恒 竺 变换 , 

5， 证 明 , 实数 就 土 -~ 转 有 逆 的 nxn 从 阵 对 于 和 矩阵 洋基 来 说， 作成 一 
个 群 . 


$6. 置换 群 
变换 群 的 一 种 特例 , 册 做 置 的 详 , 丰 代数 里 占 一 个 很 重要 的 地 


位 ， 比 方 说 ， 在 解决 方程 能 不 能 用 相生 解 这 个 问题 时 就 要 用 到 这 
种 群 ， 这 种 群 还 宕 一 个 兰 话 J 就 是 定 冯 用 一 种 很 其 


符号 素 圾 示 ， 使 得 在 这 种 群 里 的 计算 比较 简 半 。 现在 我 们 把 这 种 
群 讨 论 一 下 . 
定义 二 个 有 限 集合 的 一 个 一 一 变换 叫做 一 个 置换 ， 
一 个 丰 限 集合 的 若干 个 置换 作成 的 一 个 群 则 做 一 个 攻 据 
我 们 看 一 个 有 限 梨 合 4，44 有 # 个 范 q1, G2 …, qn 
理 2, 4 的 全 体 置 换 作 成 一 个 如 . 
定义 ”一 个 久 含 个 元 的 集合 的 全 体 置 换 作 成 的 群 叫做 及 次 


+ 写 和 


对 称 群 、 这 个 群 我 们 用 5, 来 表示 ， 

由 初等 做 数 我 们 知 送 ，” 个 元 的 置换 一 共 禄 辐 站， 这 也 很 容 
易 证 明 , 我 们 要 作 ”个 元 的 一 个 转换 , 就 是 要 替 每 二 个 元 选 定 一 个 
对 象 , 我 们 替 el 选 定 对 象 时 , 和 个 可 能 , 选 定 了 以 后 , 再 替 a2 选 


和 ， 就 上 只 有 nC—1 个 可 能 ， 这 样 下 走 ， 一 去 可 以 得 到 
nen i)*m2] =n! - I 
个 不 同 的 置 柳 。 这 样 ， 我 们 有 | 


定理 工交 对 称 群 3, 的 阶 是 

现在 我 们 要 看 一 看 狂 示 一 个 置换 的 符号 ， 这 种 符号 普通 有 两 
种 ,我 们 先 说 明 第 -种 ， 我 们 看 一 个 置换 
Tr: 多 | 一 -一 > 
这 样 -- 个 翼 换 所 发 生 的 作用 完 pC) 
这 关 对 整数 来 决定 ， 我 们 表示 置换 的 第 一 个 方法 就 是 把 以 上 这 个 


置换 写成 
1 2 -Hn 
G ky oe ks 


在 这 种 表示 方法 里 ,第 一 行 的 % 个 数 宁 的 次 序 显 然 没有 什么 关系 ， 
比方 说 以 上 的 ;我们 也 可 证 


2 1T 要， 个 
G Kr Rs 机 
来 表示 .不 过 我 们 用 到 最 多 前 还 是 1,2, 2 这 个 次 序 , 其 它 次 序 
只 有 在 有 必要 时 才 用 ， 我 们 举 一 个 例 . 


鲍 1. n=3. 这 时 我 们 有 1,2,3 三 个 数字 .我 们 可 以 给 它们 
阐 种 不 同 的 次 序 ， 所 以 每 7 个 蝇 枢 也 有 六 种 不 同 的 表示 方法 . 
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one i TT he OU 下 人 本 站 


123N\ /132\ /213\ /281\ /312Y /321 
(2 3 1)- (a 1 ;)-( 2 1 )-{3 1 2)-0 2 ~ 3 3 
不 过 我 们 普通 用 ( 。 。) ) 玉 志 示 这 个 7 
! 以 上 的 表示 方 疲 布 公 是 一 个 符号 .因为 不 管 上 一 行 的 二 个 数 
字 的 次 序 如 何 , 这样 一 个 符号 都 能 具体 地 告诉 我 们 , 它 所 表示 的 置 
换 5 是 怎样 的 一 个 置换 ; 换 一 句 话 说 , 它 能 告诉 我 们 ,经 过 这 个 5， 
基 一 个 元 a, 的 象 是 什么 , 我 们 只 须 在 上 一 行 把 5 找到 ,然后 看 一 
看 宇 克 下 是 一 个 什么 数字 就 行 了 因此， 利用 这 种 符号 可 以 直接 
来 计算 两 个 置换 的 乘积 .我 们 举 一 个 例 , 
例 2 ,由 定理 1 我们 知道 8s 有 个 元 。 -这 6 个 元 可 以 写成 
(9 ( 123) (53) a (1 让 (2 
123 (132) (213 231 12) 321 
让 我 们 算 一 算 , Ss 是 不 是 交换 群 . 我 们 取 第 二 个 和 第 三 个 元 来 看 
(2 人- 人 (2 
132M\213/ \231 
123\/123\ /123 
(, 1 sh 3 »)-( 1 2 
所 以 好 不 是 加 者 群 . 
无 限 非 交换 群 我 们 已 经 看 到 过 ， 这 是 我 们 的 第 一 个 有 限 非 交 
换 群 的 例子 ，Ss a 因为 以 后 我 
们 会 知道 ,一 个 有 限 非 交 换 群 至 少 要 有 六 个 


交 了 说 明 置 换 的 第 二 入 吉 去 法 ， 我 们 完 玉 时 全 公式 .看 两 
个 特殊 的 置换 1 2 - 下 


加 1 和 1 fi "js 1 “js 
TI yy 一 2 
Bie dl jy jetl** 
那么 以 下 公式 成 立 : 
下 


- ， ， 
se 


{2 


Pi i “和 
要 证 明 这 个 公式 ， 我 们 只 须 注 诸 , 因 为 Ti 是 ai 媒 ja 这 个 
元 的 一 一 变换 ， 而 在 i 之 下 ， i, 己 经 各 是 三 的 
象 ， 所 以 它们 不 能 再 是 e， (0 委 机 的 象 ,这 就 是 谨 ， 


(C1) ru je jr ) 
1 


当 了 让 肝 ， jj 

这 样 ， 

妆 卫 过 下 时 ， 天 中 一 《8 站 一 《0 二 一 在 间 
当 8 > 二 下 ， a= (0 = 


现在 我 们 规定 一 个 新 的 符号 . 
定义 郊 的 一 个 把 ar 变 到 ape 变 到 ap 变 到 qi 
而 使 得 其 余 的 元 ( 假如 还 有 的 话 , ] 不 变 的 淖 换 ， 叫 艇 … 个 大- 德 环 


置换 。 这样 的 一 个 置换 我 们 用 符号 广 锋 区 
Cadar"te), (folatetL), 1 


来 表示 . 
例 3 我 们 看 .这 里 


Get,) (123) [23 ty. 812) 
2 3 ls -C123) -3231 031 


(5 小 (12345y-=(23451) 63123143 
23451. |. 站 人 


(2 9)- py 
12345) ‘27 
一 个 任意 的 置换 当然 不 一 定 是 一 个 循环 置换 ， 
1 213 4 

例 4 ee r 使 得 每 一 
个 元 都 发 生变 动 ,因此 ,假如 7 是 一 个 短 环 置换, 它 一 定 是 一 个 4- 
循环 团 搞 ， 但 r 使 @ 一 一 ae 一 6， 所 以 它 不 会 是 一 个 4- 循环 

加 


hh i i 


置换 . 实际 上 = 号 换 人 和 革 昌 抽 
1234\/1237 
ee 248 
一 般 来 说 ,我 们 有 
定理 2 每 一 个 有 个 元 的 置换 x 都 可 以 写成 车 干 个 豆 相 没有 
共同 数字 的 (不 相连 的 ) 循 环 署 换 的 乘积 . 
证 明 ”我们 出 归纳 法 当 # 不 使 任何 元 变动 的 时 收 ， 况 是 当 
Tt 是 馆 等 置 措 的 时 候 , 定理 是 对 的 } 假定 对 于 最 多 变动 + 一 1(7 < 
n) 个 元 的 定理 是 对 的 ， 现 在 我 们 看 -… 个 变动 7 个 元 的 x， 我 们 
任意 取 一 个 被 3 变动 的 元 a 从 a, 出 发 我 们 找 &a;, 的 委 Glen 的 
象 a.,， 这 样 找 下 去 ， 家 到 我 们 第 一 次 找到 一 个 &i, 为 止 ， 这 个 &,， 
的 象 不 再 是 一 个 新 的 元 , 而 是 我 们 已 经 得 到 过 的 一 个 元 : 93,=6;，， 
jk， 恩 为 我 们 共 只 有 个 元 , 这 样 的 gi, 是 一 定 存在 的 , 我 们 
说 ,而 ,二 4,,， 国 为 g. ,2 所 7 所 科 世 经 星 4,., 的 象 ,不 能 肯 是 ai, 的 
象 ， 这 样 , 投 们 得 到 


Tn 一 


.由 公式 (1)， 我 们 知道 


=(1 2)(3 4) 


ri, 
因为 x 只 使 7 个 多 变动 .57 ， 假 如 =7?， 5 本身 已 经 古 … 个 箱 
环 冒 斤 , 我 们 用 让 车 骨 让 明 革 入， 假如 7, 由 公式 (1)， 
( ti Cae Girl tt 
下 二 


i By bee ) 
-( ti C2 4 - 1 Fe Ke LP 1 ) 
12 tl be, . 四 2 TL CE Br tl 
= C2) dur I 
但 ri 具 使 得 7 一 & 一 7 个 元 变动 , 照 归纳 法 的 假定 ， 可 以 写成 不 相 
连 的 循环 置换 的 乘积 : 和 


六 二 192" 人 mw i i 
" 


TT 本 A "oo = 四 四 
1 2 Er - 1 
人 上 ， 
“Ci - i a LPF 人 


在 这 些 了 里 , 和 zz 去 不合 出现， 不 然 的 话 ， 
ni 二 Cr Bo), 下 < 下 
屠 么 弗 同 i 不 会 再 在 共 余 的 中 出 现 , zz 也 必 使 si 一 ”ai 但 我 
们 知道 , ri 使 得 a; ,不 动 , 实 是 个 弄 盾 ， 这 样 ,x 起 不 相连 的 循环 
置换 的 乘积 : 
T= D2 nm 证 完 

把 一 个 置 的 写成 不 机 过 的 循环 轩 换 的 乘积 是 我 们 表示 置换 的 
第 二 种 方法 . 

例 5 ;的 全 体 抱 用 循环 往 换 的 方法 与 出 来 是 

(1); 

(12),C3 0, 01 9), 624), 040), 28) Zr 3 

(42 3),01 3 2),(1 3 0, 4 8), (1 2 4), 01 4 2), 23 4),(2 4 3 py 

(1 2 34),0248,(132 1, 349,(1423),(1 482); 

(12)(34), C13}(24), {14)(23), 人， 

用 笠 坏 置换 来 表示 置换 的 方法 比 第 一 种 万 法 简单 ， 并 且 能 告 
诉 我 们 每 一 个 星 换 的 特性 ， 比 方 说 ， 在 例 5 时 我 们 可 以 由于 这 种 
表示 请 站 看 出 ， 必 的 元 可 以 分 成 五 类 ， 登 一 类 的 元 的 性 质 一 定 相 
同 ， 所 以 计算 置换 群 用 第 二 种 方法 的 时 候 比 较 多 .当然 在 特殊 情 
形 之 下 , 他 有 用 第 一 种 方法 比较 方便 的 时 候 ， 由 于 1 5, 定理 3, 我 
们 有 

定理 3 等 一 个 有 限 群 都 与 一 个 及 换 姓 问 拘 . 

这 就 是 说 ， 每 一 个 有 限 烙 者 可 以 在 置换 群 弄 找到 例 闻 ， 钢 在 
置换 群 又 是 一 种 比较 容易 计算 的 群 ， 所 以 用 苔 换 群 来 举 有 限 群 的 
例 是 最 合理 的 事 。 


习 题 
1. 找 出 所 有 8 的 不 驹 各 (#4 匡 } 交 换 移 元 . 


2. 把 8S 前 所 有 的 元 写成 不 各 六 和 的 循环 置换 的 乘积 . 
3.， 深 明 : 
Ci) 两 个 不 相连 的 循环 署 换 可 以 交换 ; 
CY (oii) = st,) 
4 评 明 一 个 站 -条 环 赴 换 的 玖 是 六 
5.7 证 匣 太 ;的 每 一 个 站 胡可 以 写成 
{12), (13), "", (lx) 
这 x 一 1 个 2- 循环 置换 中 的 坷 二 个 的 习 科 . 


3837, 循环 群 


以 上 我们 认识 苹 两 种 基体 的 群 ， 但 只 体 的 翌 多 得 很 ， 是 研究 
不 完 的 ， 所 以 我 们 现在 又 要 上 反 回 来 讨论 一 般 的 抽象 群 。 依照 上 两 
节 的 定理 ， 妇 果 我 们 能 把 变换 群 完全 研究 清楚 ， 那 就 黎 于 把 全 体 
搬 象 群 都 研究 清楚 了 ; 和 如果 能 把 置换 群 完全 研究 清 想 ， 也 就 等 于 
把 金 体 有 限 群 都 研究 清楚 了 ， 但 经 验 告 近 我 们 ， 研 究 变换 群 误 置 
换 群 并 不 比 研究 抽象 群 容易 ， 所 以 研究 抽象 群 一 般 还 是 用 的 直接 
方法 . 

研究 群 的 景 夫 自 的 可 以 用 一 钵 话说 完 ， 就 是 要 把 所 有 的 轴 象 
群 都 找 出 来 ， 说 详细 一 点 ,就 是 要 看 一 看 ,一 共有 多 少 个 互相 不 同 
构 的 群 存在 ， 因 为 能 够 达到 这 个 目的 ， 那 么 所 有 的 群 就 都 已 经 在 
我 们 掌握 里 面 , 群 沦 就 可 以 告 -- 结 束 、 为 达到 这 个 目的 , 我 们 并 不 
企图 一 下 予 就 把 所 有 的 群 都 找 出 来 .因为 否则 向 题 太 复 杂 了 。 我 
位 的 方法 是 : 把 群 分 成 若 于 类 , 尼 示 说, 有 限 群 , 无 限 群 , 交换 群 , 非 
交换 和 群 等 等 , 然后 看 一 邦 , 侮 一 类 有 多 少 不 同 的 群 ， 可 惜 到 现在 为 
下 ,我 们 对 于 群 的 知识 还 是 有 限 得 很 ,已 经 完全 弄 清 想 了 的 群 只 有 
少数 玫 类 ， 其 佘 大 多 数 的 群 还 在 等 待 我 们 去 解决 .在 这 一 节 里 我 
们 要 把 已 经 完全 解决 了 的 一 类 群 过 论 一 下 . 


w 


[| 


看 一 个 群 @， 我 们 问 马 的 元 会 不 会 都 是 他 的 某 一 个 因 定 元 4 
的 厂 方 ? 我 们 说 这 个 情形 是 可 能 的 . 

例 1 en 我 们 知道 如 对 于 普通 加 法 来 说 
作成 一 个 群 。 这 个 群 我 们 以 下 把 它 它 叫 做 整数 如 群 . -这 个 群 的 全 休 


部 是 1 的 要 这 一 点 ， 慨 如 把 的 代数 运算 不 用 十 而 用 


o 来 表示 ,就 很 容易 看 出 ， 我 们 知道 1 的 漠 元 十 一 1。 假定 mn 是 任 
意 正 整数 , 邢 么 和 二 《on 
1 
m= 11 110 ol =1" 
mm 2 
m= CDT DI 1 =" 
这 样 全 的 不 黎 于 零 的 元 部 旦 1 的 药方 但 0 是 人 的 单位 元 ， 照 
定义 
0=1" 
现在 我 们 规定 
定 多 ”着 一 直人 群 所 的 每 个 元 都 是 好 的 
方 , 我 们 就 把 如 叫做 竹 环 姓 ; 我 们 也 说 , 好 是 由 元 @ 所 生成 的 ,并 是 
用 符号 


人 二 (9) 
来 表示 ，a 叫做 他 的 一 个 生成 元 . 

我 们 再 举 一 个 例 . 

例 2。 G 包含 模 %n 的 个 剩余 类 ， 我 们 要 规定 一 个 的 代数 
运算 ， 这 一 次 我 们 把 这 个 代数 运算 叫做 加 法 ， 并 用 普通 表示 加 法 
的 符号 来 表示 ， 跟 从 前 一 样 , 我 们 用 [a] 来 表示 a 这 个 整数 所 在 的 
剩余 类 ， 我 们 规定 : 

1) [al+ [61=[a+5] 
我 们 先 要 看 一 看 , 这 样 规定 的 十 是 不 是 一 种 代数 运算 .~ 我 们 知道 ， 
~、 “7 


- -= -rm rb Te 下 


假如 GE[La]，5 EL5] 


那么 [La J-:io., [Lb [Do 
照 我 们 的 规定 ，， 
(2) [ej+ [Lb]=Le' +6] 


《1), {2) 两 式 的 左 端 是 一 桩 的, 如 果 它 们 的 右 端 不 一 样 ; 
fa- 有 二 [人 下] 
那么 我 们 规定 的 + 就 不 是 … 种 代数 运算 了 ， 我 们 说 ， 这 种 情形 不 
会 发 生 ， 因 为 
Te” =Tal, 1T8 |= "78] 


和 三 是 详 =n fn), b=b (n) 
也 就 是 说 nor -oa nb 6 
下， ple -a -th —pb) 


na 一 人 
[人 站 
这 样 , 黑 定 的 -是个 全 的 代数 和 运 和 并， 机 
[od+ (C0) re- ie] ‘Brel=[arthte)] [arth oo 
corplyrte: [eib io] [fa byte|=[e: 8re] 
这 厂 是 说 YE Le 
EH. (0]= 1a1-=0TG 一 Le 
i—ajria: 一 和 40 
所 以 对 于 这 个 加 写 来 说 ， 帮 作成 一个 群 ， 这 个 奉 只 做 模 交 的 剩余 
类 加 群 ， 
我 们 以 前 弟 过 ， 普 通 我 们 用 0,1,2,…,n 一 1 来 作 模 下 的 天 不 
熏 余 类 的 全 祭 代 琢 图 所 以 普通 也 用 [04，[1, …， 了 2 一 匡 来 春 示 
这 % 个 剩余 类 .现在 我 们 就 用 这 个 固定 的 符号 来 作 群 妇 的 一 个 
运算 表 , 使 得 我 们 对 于 这 个 群 有 一 个 更 清楚 的 印象: 


Fs 


" Yr i ep -= 4 - 


站 


+ [pm 一 2] ra 一 1] 
[2 一 IC0 1 


一 安 
1 
1 六 
he 
li 1 L-l 


Rl] Da] 0 ]:* nn—3] [一 2 

这 样 得 到 的 剩余 类 加 群 是 循环 群 ,办 为 [11 显 然 是 日 的 一 个 生 

成 元 : 如 的 每 一 个 元 可 写成 
[ 让，1 所 1 志和 
的 笠 子 ,这样 的 -个 元 
出 
[站 = 中 ET 二 

我 们 以 上 给 了 两 种 短 环 群 的 例子 ， 这 两 个 例子 半 林 是 随意 竟 
的 ， 实 际 上 ， 由 于 这 两 个 例子 我 们 已 经 认识 了 所 有 的 循 蒜 群 。 因 
为 我 们 有 

定理 ”假定 昌 是 -个 由 元 4 所 业 成 的 循环 群 . 那么 如 的 构造 
完全 可 以 由 a 的 脐 来 决定 : 

& 的 阶 若是 无 限 , 那么 与 整数 加 群 同 和 构 ; 


a 的 附 者 是 一 个 有 限 整 数 nx， 那 么 全 与 模 加 者 
同 构 , 
证 明 第 一 个 情形 ; 2 的 阶 无 限 ， 这 时 ， 


G 一 Ge， 当 而 且 只 当天 二 下 的 时 候 ， 
由 此 一 玫 ， 可 得 Qo 显然 . 假如 人 一 人 | 向 明天 站 ， 我 们 可 以 假 
定 有 >k, 而 得 到 @ “=:e, 与 4 的 阶 是 无 限 的 假定 不 会 . 
这 样 ， 


3k 
晶 


是 如 与 整数 加 群 昌 间 的 一 一 映射 。 但 


太一 二 


所 以 G0 
第 二 .种 情形 : 9 的 阶 起 w,a* 二 e， 这 时 
a" 二 Q*， 当 而 且 只 当 %| 一 丸 的 时 候 ， 
很 加 | 太一 起; 那 必 让 一 二 Ry 二 
gt 
殷 如 87==a*, 册 | 记 一 不 二 R29 十 7 全 r 和 一 1, 那么 
ta ed = 
由 阶 的 定 关 ,一 0, 也 就 是 说 ,到 | 严 … 友 。 
这 样 ， 


尼 一 性 


. a* 一 一 [下 ] 
是 如 与 剩余 类 加 群 间 的 -一 -映射 ， 任 
da 十 二 [RR 十 [CE] 
所 以 uo=0 


A Ae mg! 


证 完 


证 我 们 看 一 看 ， 到 现在 为 止 我 们 区 于 循环 群 已 经 知道 了 些 付 
么 、 假 如 有 一 个 循环 群 ,这 个 群 一 定 有 一 个 生成 元 ,这 个 元 一 定 有 
一 个 国定 的 阶 . 这 个 阶 或 是 无 限 大 , 或 是 一 个 正 整 数 % 由 于 从 1 
和 例 2, 我 们 知道 , 生成 元 的 阶 是 无 限 大 或 是 一 个 给 定 的 正 整数 ?” 
的 德 环 群 切 有 的 ， 由 定理 , 我 们 知道 ， 抽象 地 来 看 , 生成 元 的 阶 是 
无 限 大 的 循环 群 只 有 一 个 ， 生 成 元 的 阶 龙 给 定 的 正 整 数 ”的 补 环 
群 也 只 有 一 个 . 至 于 这 些 箱 环 群 的 构 遵 , 我 们 世 知 遵 得 很 清楚 


假如 = ta), 6 的 阶 是 无 限 夫 , 那么 


的 元 是 RE 
G 的 胶 甘 是 Sar ot 

假如 昌 = 《9), 0 的 阶 是 站 那 乞 

他 的 元 可 以 写 戚 A 

局 的 乘 突 是 iat "ik 

这 里 十 十 一 %g 十 和 和 Ti 一 1 
* + 


a i ET i 上 


这 样 ,我们 对 于 循环 群 的 存在 问题 , 数量 问题 , 构 遣 癌 题 部 已 
能 解 千 ， 循 环 群 已 完 爹 在 我 们 的 掌握 之 中 .这 一 节 的 研讨 是 近世 
代数 的 研讨 的 一 个 缩影 .在 近世 代数 里 ， 不 管 是 在 群 论 里 还 是 在 
其 它 部 门 时， 我 们 研究 一 种 代数 系统 就 是 要 解决 这 一 种 系统 的 存 
在 问题 ， 数 量 问题 和 构造 问题 ， 假 如 我 们 对 于 这 三 个 问题 能 得 到 
如 同 我 们 对 于 循环 群 所 得 到 的 这 样 完满 的 解答 ， 我 们 的 目的 就 算 
达到 了 了 ， 


/ 习 题 

1， 证明 , 一 全 和 铂 环 群 -… 定 是 交换 群 . 

2 假定 群 的 元 a 的 阶 是 名 证 明 必 的 阶 是 二 这 里 4 一 (r， 区 是 + 入 
的 量 大 公休 子 . 

3 假定 a 生成 一 个 阶 是 如 的 循环 群 G， 证 明 : er 也 生成 下， 很 如 (9， 
4) = 工 这 就 是 说 * 和 +% 互 素 ). 

4. 假定 好 必 怎 环 群 , 并 村 4 与 多 加 态 . 证 曲 G 也 是 循环 群 .一 

5， 假 定好 是 无 限 阶 的 钉 环 群 ,G 总 任何 循环 群 ， 证 明 6 与 总 问 态 . 


§8. 于 群 


在 群 论 里 像 循环 群 那样 完全 解决 了 的 群 只 有 很 少 的 几 种 。 对 
于 其 余 的 几 种 我 们 为 篇 幅 所 扫 ， 不 能 一 一 加 以 讨论 ， 我 们 以 下 要 
介绍 儿 种 研究 任何 群 都 要 用 到 的 一 般 方法 .这 些 方法 都 是 利用 一 
个 群 的 子 集 来 礁 测 整个 群 的 性 质 。 

我 们 看 一 个 群 B、 假 如 由 人 @ 里 取出 -- 今 子 集 互 来 ， 那 么 利用 
G 的 乘法 可 以 把 五 的 两 个 元 相 乘 ， 对 于 这 个 乘法 来 说 ， 瑟 很 可 能 
也 作成 一 个 群 . 

定义 ”一 个 群 好 的 一 个 子 集 瑟 叫做 息 的 -一 个 子 群 ， 假 如 吾 对 
于 台 的 乘法 来 说 作成 -一 个 群 . 


例 1 给 了 一 个 任意 群 Ce, 如 至 少 有 两 个 子 群 : 

1, oof; 

2。， 从 包 含 单 位 元 。 的 子 集 . 

例 咖 如 =a， 如 = 二 {(1), 0121 ， 那 么 娓 是 9 的 一 个 子 群 ， 

因 沪 : 

1， 吾 对 于 好 的 科 靶 来 说 是 闵 的， 
《上 站 一 【1 C1)(12) (12), 
C12001)={12), (12){12)-—=(1); 
， 结合 律 对 于 所 有 上 台 的 江都 村 ,对 于 所 的 元 也 对 ; 

1{¥, eB; 

¥. (CDC1D)=01), (12})(12)=(1). 

现在 让 我 们 看 -看 ， :个 了 集 五 作成 一 个 子 群 的 条 件 是 什么 . 
台 秃 道 蝇 是 不 是 作成 一 个 子 群 , 我们 用 不 善 像 例 2 那样 ,看 互 是 不 
是 逢 合群 定 交 的 全 部 条 件 . 我 们 有 

定理 1 一 个 群 8 的 一 个 不 空 于 集 五 作成 的 一 个 子 群 的 充 
分 而 有 必要 条 仲 起 : 

(i) a, bEH——>abEH 

(if) aEH aEH 

证 明 ”若是 Ci, (让 成 谋 ,五 作成 一 个 车 . 

[I， 由 于 (C0; 如 十 闭 的 ; 

[EL， 结 合 律 在 外 中 成 立 , 在 豆 中 日 然 成 立 ; 

19。 作为 及 宝 少 有 一 个 元 4 由 (i), 及 岂 有 元 4-! 所 以 由 Ci， 

a lg=etH 
VY 由 (i), 对 于 吾 的 任意 区 8 来 说 , 吾 有 元 4 使 得 
多 一 如 | 

有 反 过 来 看 . 假如 五 是 一 个 子 群 , (1) 显然 成 立 ， 我 们 证 骨 , 这 时 

【i 阳 … 定 成 站 ， 殖 既是 一 个 群 ， 豆 一 定 有 一 个 音 位 元 志和 我 们 


62 + * 


| 
了 " 
[9 二 -2 “i -2 


在 豆 里 任意 取 一 个 元 a, 就 得 到 ee=a 但 e 和 a 都 属于 好, 所 以 
e 是 方程 yg=& 在 全 里 的 一 个 解 ， 但 这 个 方程 在 从 里 只 有 一 :个 
解 , 就 是 上 的 草 位 元 e， 所 以 
e' := EH 
位 样 , 因 为 再 古 一 个 群 , 六 种 yn 二 e 在 吾 中 有 解 s, 但 也 是 这 个 
方程 站 分 里 的 和 解 ， 而 这 个 方程 在 G 里 共有- -个 解 ,就 是 ri;， 所 以 
中 一刀 证 完 

推论 ”人 峰 定 豆 是 群 台 的 一 个 子 群 ， 那 委 克 的 单位 元 就 是 好 的 
单 低 元 , 吾 的 任意 元 9 在 玉里 的 道 元 就 是 4 储 9 里 的 逆 元 ， 

(iD (入) 两 个 条 件 也 可 以 用 一 个 条 件 来 代替 . 

定理 2 一 个 群 全 的 一 个 不 空子 集 五 作成 台 的 一 个 子 群 的 充 
分 而 日 必要 条 件 臣 : 

(iiiy a, PEH——Sob IE 万 

证 明 ”我 们 先 证 时 ,GD 和 (i 训 成立，(iii) 就 也 成 立 ， 假 定 ea 
属于 吾 , 由 (让 ), 6-1E 豆 , 由 (和 ， 


ab EH 
现在 我 们 反 过 来 证 明 , 出 (i) 以 得 到 (i) 和 (fii， 慨 定 aS8. 由 
《ii ,ga :一 6 于 是 | - EH > ca- ec 上 


一 一 ”一 政和 eeH 
假定 号 吾 , BE 五 。 由 出 证 明 的 ,0 ET; 由 (iii)， 
th l=abeH 证 完 
假如 所 给 子 集 五 是 一 个 有 限 集合 ， 那 么 如 作成 子 群 的 条 件 更 
要 简单. 
定理 3 ”一 个 群 G 的 一 个 不 有 限 王 网 忆 作成 G 的 一 个 子 冬 
的 充分 而 且 几 复 条 件 是 : 
u,bEH—>nbeEB 
证 明 这 个 条 件 是 必要 的 ,无 须 证 明 ， 我 们 证 明 它 是 充分 的 . 


ss 本 
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因为 豆 是 有 限 集合 , 我 们 只 须 证 明 ,， 大 是 豆 庆 合 以 上 条 件 ， 鼠 就 适 
合群 定义 的 条 件 工 下 下 但 这 是 非常 明星 的 ， 因 为 工 就 古 给 的 条 
件 , 开 贡 在 如 里 基 对 的 , 企 召 里 也 一 定 对 ， 证 完 ， 

现在 我 们 要 认识 一 种 找 一 个 于 群 的 一 般 方法 . 

我 们 在 一 令 群 如 里 任意 取出 一 个 不 空 了 集 咏 来 ， 肪 包含 元 名 
pc 那么 8 当然 不 见得 是 一 个 子 群 ， 但 是 我 们 可 以 把 驴 扩 
大 一 点 ; 而 得 到 一 个 包含 心 的 子 群 ， 

利用 总 的 元 区 及 这 些 元 的 逆 元 我 们 可 以 作 各 种 乘积 , 比方 说 ， 


ob, ore, hiceh !, dd, 6 ! 


等 等 ， 我 们 作 一 个 集合 吾 ， 广 它 刚 好 包含 所 有 这 样 的 乘积 ， 因 为 
两 个 这 样 的 乘积 乘 起 来 还 是 一 个 这 样 的 乘积 ， 一 个 这 料 的 乘积 的 
艇 元 也 是 一 个 这 样 的 滋 积 , 由 定理 1, 五 作成 一 个 子 群 . 

开 显 然 包含 3S， 人 包含 3 的 子 群 -- 般 不 下 一 个 , 比方 说 , G 就 是 
这 样 的 -- 个 ， 但 一 个 包含 号 的 子 群 如 "一 定 包 含 万. 这 一 点 容易 
看 出 : 五 既是 … 个 子 群 ,必须 适合 (i), (iD 两 个 条 件 , 因 而 , 由 于 宅 
包含 所 有 8 的 元 w 8 ec-， 它 必须 包含 所 有 的 上 面 所 作 的 那些 乘 
积 ; 这 就 是 说 , 如 一 已 。 这 样 看 起 来 , 豆 是 包含 3 的 最 小 的 子 妖 . 

定义 ”如 上 得 到 的 互 川 艇 由 性 生成 的 对 长， 我 科 几 符号 () 
来 表示 它 . .| 

假如 我 们 取 一 个 只 包含 - -个 元 4 的 子 集 刀 那 么 

C9) = (a) 
是 一 个 循环 子 群 


习 是 - 

1。 找 出 驴 ; 的 所 有 于 群 . | 

2. 证 钠 , 群 G 的 两 个 子 群 的 交集 也 是 避 的 子 群 ， 

3， 取 8; 的 子 集 S=4(12), (123)}， 上 生成 的 于 群 刀 客 哪 些 帮 元 1 一 个 
三 [| 中 | 


mm oe er sr _， _ 


群 的 西 个 不 同 的 地 集会 不 会 生成 相同 的 子 群 * 

4， 证明, 循环 拜 和 的 子 粹 也 是 箱 环 君 . 

5. 找 出 模 12 的 简 余 茶 加 烽 移 有 所 有 子 群 . 

56， 概 冠 瑟 居 群 的 -个 韭 宗 子 集 ， 于 且 瑟 的 每 一 个 元 的 阶 都 有 痕 . 证 
明 . 严 作 成 子 群 的 充 村 条件 是 : 


“UE abet 上 和 -ee 


过 
so 子 群 的 随 晤 “ f "| 中 二 


在 忘 -- 节 里 我 们 要 利用 群 各 的 一 个 子 群 召 来 作 一 个 如 的 分 
类 , 然后 由 这 个 分 类 推 志 用 个 重要 的 定理 . 
我 们 心经 利 几 -一 个 整数 % 把 爹 体 整数 分 成 狮 余 类 ， 让 我 们 把 
这 种 分 类 法 从 另 - :全 观点 来 车 内 -下 ， 我 们 拒 整 数 加 烙 出 做 局 ， 
拒 包 含 亡 有 的 倍数 的 集合 吕 做 再 ， 
HH={hn), Uh = ~ 2, C1,0,1,2,..) 
那么 对 -于 实 的 尾 善 琴 个 元 hn 间 Bm 米 说 ， 
nt (—kn) = (ho—k) nH 
但 一 kn 是 # 在 时 的 首 元 , 二 是 站 的 代数 运算 ,由 了 ,8, 定理 2， 
五 是 所 的 一 个 子 群 . 
我 们 把 马 分 成 笠 余 类 时 所 利用 的 等 价 关系 是 如 下 规定 的 ; 
三 (NR}， 当 而 且 只 当 nn1a 一 8 的 时 候 
但 nla 一 5 就 是 说 a 一 B :Kn 也 就 是 说 a 一 bE 召 ; 友 过 来 说 , 如果 
a 一 8E 旭 ,也 就 有 Ria 一 Bp， 所 以 上 述 等 价 关 系 也 可 以 如 下 规定 : 
三 b (RR)， 当 而 且 只 当 a 一 BER 的 时 棒 
这 样 ,我 们 也 可 以 说 马 的 剩余 类 是 利用 子 群 豆 来 分 的 。 利 用 -一 个 
了 了 群 召 来 把 一 个 群 恕 分 类 , 正 是 以 上 特殊 情形 的 推广 . 
我 们 看 一 个 群 好 和 如 的 一 个 子 群 豆 ， 我 们 规定 一 个 如 的 元 中 
间 的 关系 ~~: 


人 ~ 辣 ， 当 而 且 闪 当 喇 -1E 互 的 时 仿 
给 了 a 和 ,我们 可 以 唯 - -决定 , a5-! 是 不 是 属于 五 , 所 以 ~ 是 一 
个 关系 ， 但 
j, am ' - etH. 1 


da 
Hi, 站 站 在 一 -人 (Be 所 以 
站 下 -由 一 -一 > 疡 一 -在 


RE, cab ieH, De 和 厅 一 人 16DB (ty 一 在 理 , 抽 以 
站 全 而， 四 必用 一 一 人 

这 样 ,个 在 一 个 等 价 关 系 。 利用 这 个 等 价 关 系 , 我 们 可 以 得 到 一 个 
好 的 分 娄 ， 这 样 得 来 的 类 有 -… 仿 特 殊 的 名 字 ， 开 且 对 一 利和 蛙 练 的 
社 号 来 表示 它们 |. 

定 尺 ”让 -上面 的 等 价 关 系 一 所 决定 的 业 思 和 伏 子 群 互 的 右 陪 
集 ， 包 含 元 4 的 右 陪 集 用 符号 Ha 来 表示 、 
我 们 所 以 用 这 个 名 词 和 这 种 符号 是 由 于 以 下 的 事实 : 假如 我 
们 用 5&8 从 右边 去 习 蝇 的 每 一 个 元 ， 就 得 到 了 包含 9 的 类 ， 这 就 是 
说 ,AH9 刚 好 包含 所 有 可 雇 写 成 


he {heH) 
形式 的 如 的 元 . 
这 个 事实 很 容易 征明 ， 假 定 
bEHa 
那么 b~a， 也 就 是 说 , ba-!= 配 HH， 这 样 
b=- fq (heH) 
反 过 来 说 ,假定 
b=ha 
那么 Ba 1 二 EH， 也 就 是 说,B~a， 这 样 
bEéHa ‘ 


* 和 和 ) 


i es | _ 


例 1 GSs={01), (12), (13) (23),(123), (132)} 
JH: 4(1), (12)} 
那么 
H(1)={(1), (12)} “12 
H(13)=.{{13), C123)} | 5 
H(23)={(23), (132)} 
我 们 还 可 以 用 (12), (123), 0132) 来 作 右 陪 集 
H(12), H{(123), H(132) 2! 2 
但 因为 “i 
n (12)EH(1), (123)€H (13), (132)€H (23) 
斯 以 -- 定 有 
末 (12) -= H{1), H(123) =H(13), H(132)= H(23) 
我 们 算 一 个 来 测验 一 下 : 
H(123)={(123),，(13)} 
H(123) = H(13) 
这 样 , 子 群 右 把 整个 群 分 戌 五 (1), 如 (13), 玉 (23) 三 个 不 同 的 右 
陪 集 ， 这 三 个 右 陪 集 放 在 一 起 显然 正 是 G, 因此 ,它们 的 确 是 好 的 
一 个 分 类 
石 陪 集 是 从 等 价 关 系 乙 : 
6 一 五， 当 而 且 只 当 qb 71E 太 的 时 个 
续 发 而 和 辑 到 的 ， 假 如 我 们 规定 一 个 关系 : 
4 心思 ， 当 而 且 只 当 Be< 瑟 的 上 时候 
那么 局 以 上 - : 梯 可 以 看 出 ,全 也 是 一 个 等 价 关 系 。 利用 这 全 等 价 
关系 , 我 们 可 以 得 到 安 的 用 一 个 分 类 . 
定义 ”由 等 价 关 系 ~' 所 决定 的 类 叫 作 子 群 互 的 在 陪 集 , 包含 
元 8 的 左 陪 集 我 们 用 符 写 9H 来 表示 ， 
-一 饲 以 上 一 梯 我 科 可 以 证 明 : a 再 刚 好 包含 所 有 可 以 写成 
$s 本 了 和 


-i he pine De rT pi Hr rp pe er inh ei rT 


a ChEH) 

形式 的 如 的 元 ， 

因为 一 个 群 的 乘法 不 一 定 适 合 诡 换 律 ， 所 以 一 般 来 遂 ， 个 和 
一 "两 个 关系 并 不 相 回 ;五 的 右 障 信和 和 左 陪 集 也 就 不 相间. 

例 2 例 1 里 的 吉 的 左 陪 集 是 

{lH={(1), (12)} 

(13)8H =1(13), (132)} 

{23})H =:(23), (123}1} 
这 和 吾 的 厂 陪 集 并 不 相同 . 


定理 1 一 个 子 群 瑟 的 二 陪 集 的 个 数 和 左 陪 集 的 个 数 相等 : 
它们 或 者 部 是 无 限 大 ,或 者 融 有 限 并 且 相 过 

证 明 我们 把 五 的 右 陪 集 所 作成 的 集合 叫 笋 语 ,, 吾 的 左 陪 集 
所 作成 的 集合 叫做 5,， 我 们 说 ， 
由 : Ha——~a i 
旦 一 个 咏 , 与 六 | 间 的 -一 映射， 因为 : 

(iy Ha=Hb—— a iEH—> 0b) 1!=bo 'éH 

—>a 1H ="7H 

所 以 厂 陪 集 Hs 的 象 ja 的 选 拌 无 关 ,， 是 -一 个 仿 , 到 尽 , 的 上 映射; 

(ii) 9, 的 任意 元 a8 是 8; 的 元 Ha i! 的 象 , 所 以 上 是 一 个 袖 
市 3 

(ii Heat Ha0 EH—S (ab) = boa-1EH 

—>a HF61H ' 

为, 与 全 加 既 有 一 一 英 射 存在 , 定理 显然 是 对 的 ， 证 完 ， 

定义 一 个 群 如 的 一 个 子 群 瑟 的 右 陪 集 (或 左 陪 入 ) 航 全数 记 
伏 五 在 芭 电 的 指数 . 
下 面 我 们 归 用 古 陪 集 米 证 明 几 个 重 世 定理 ， | 


直 阁 入 


Cm 


陪 集 的 对 称 性 ， 凡 是 我 们 以 下 用 布 隘 集 的 地 方 亿 都 可 以 再 堪 陪 梨 
及 代替 . 

引 理 ”一 全 了 了 群 豆 与 鼠 的 每 一 个 契 陪 集 Ha 之 间 都 存在 一 个 
一 一 映射 . . 

证 明 用: h——ha ' 
是 吾 与 Ha 间 的 一 一 贞 射 ， 因 为 : 

《i) 五 的 和 倚 一 仿 元 中 有 -个 叭 -的 乏 ja; 

(ii》Hae 的 答 一 个 认 和 是 五 的 站 的 象 : 

(iii)》 假 如 名 = 和 gr; 那么 且 二 如， 证 完 . 

由 这 个 引 理 , 我 们 可 以 得 到 极 重 时 的 定理 2 和 定理 3. 

定理 2 假定 豆 是 一 个 有 限 群 人 的 一 个 子 群 。 那么 豆 的 阶 n 
和 它 在 如 里 的 指数 ;都 能 整除 8 的 阶 入 ;并且 

N=ny 

证 明 仓 的 险 克 婚 是 有 限 ， 瑟 的 阶 关 和 指数 7 也 都 是 有 限 正 
整数 ， 右 的 祖 个 元 被 分 成 了 个 右 陪 集 , 而且 由 引 理 ,每 - -个 右 陪 集 
都 有 只 个 元 ,所 以 

N=n) 证 完 

定理 3 一 个 有 限 帮 G 的 任 一 个 元 4 的 除 部 整除 如 的 阶 . 

证 明 aa 生成 一 个 阶 是 区 的 子 群 ， 由 以 上 定理 ， 夺 整除 他 的 
阶 ， 证 完 . 

例 3 我 们 还 是 看 例 1 的 S83 同 昌 ={4(1), (12)}， 

55 的 阶 是 6; 瑟 移 阶 是 2; 吾 有 三 个 右 障 集 , 再 的 指数 是 3.2 
和 3 果然 整除 6, 并且 Ly 
6--2x8 Co \ 从 


总 ;的 六 个 区 是 [1),(12), (23),(13)， (128), (3 ). 各 们 的 阶 


是 1 或 2 或 3， ae yl Ce 
Sp 去: \ 0 0， 


二 bb-2 "ph PRE T+ TE ~ i pr AL pe ~ 


习 题 

1， 证明, 阶 是 卉 数 的 群 一定 是 拌 环 娠 ， 

2， 证 列 , 阶 是 2" 的 群 (tp 是 素数 )- - 定 包 含 一 个 阶 是 器 的 子 样 ， 

3. 慨 定 # 和 5 是 一 个 群 电 的 两 个 元 ,于 中 二 B44， 到 很 定 & 的 阶 是 训 ， 
的 阶 丰 3 并且 fw,8) = 二 1 证明， 的 阶 是 rm | 

上“ 假 宇 一 是 一 个 惟 台 的 元 问 的 一 个 等 价 美 系 ， 并 且 对 于 总 的 任意 兰 个 
元 ,zw 来 说 ， 

CEO = 

证 盟 , 与 的 单位 元 。 等 价 的 元 所 作成 的 集合 是 如 的 一 如 学 几 、 

5， 我 们 直接 下 石 障 集 Fa 的 定 交 如 下 : 五 a 刚好 包含 在 的 可 所 写成 

ho (hEH ) 

形成 的 元 用 这 个 定 关 推出 以 下 事实 : 如 的 盘 一 个 元 属于 而 及 器 属 于 一 个 
市 陪 集 ， 

6.* 督 我 们 把 同 构 甬 群 看 作 一 样 的 ,一共 只 存在 两 个 阶 是 4 的 群 .它们 都 


是 交换 本 . 多) 2 


7 一 1 
我 们 在 这 一 节 里 要 讲 到 一 种 最 重要 的 子 群 ， 就 是 不 变 子 群 . 


10， 不 变 

给 了 一 个 群 G, 一 个 子 群 妃 ， 那 么 如 的 一 个 右 陪 划 放 妥 必 等 
于 互 的 左 障 集 aH, 这 一 点 我 们 在 上 一 节 的 例 2 里 已 经 着 到 ， 

定义 一 个 群 G 的 一 个 子 群 刀 叫 艇 一 个 不 变 子 登 ， 假 如 对 于 
G 的 每 一 个 元 a 来 说 ,都 有 

a i 

一 个 不 变 子 群 N 的 -- 个 左 ( 或 右 ) 陪 集 叫 做 六 的 一 个 畴 集 ， 

例 1 一 个 任意 群 G 的 子 群 9 和 点 是 不 朗 了 群 ， 名 为 对 
任意 局 的 元 8 来 说 ， 


如 人 一 全 
s PD = 


~” Lt 


Ef 
例 2 六 刚好 包含 群 昌 的 所 有 有 以 下 性 质 的 元 %， 
na= an， 不 管 # 是 G 的 哪 一 个 元 
于 各 六 是 8 的 一 个 不 变 子 群 。 因 为 N38, 所 以 N 是 非 宇 人 的， 又 


Fk 
疙 ] 首 gp, toa hno—> Ring = -Mine -ARN 


3 = eh! 


ng an la iann l=n nan 
这 襄 全 党， 
NEN, NEN—PM nN nEN—H+R EN 

由 了 8, 定理 1，N 基 - 个 子 群 。 但 的 每 … 个 元 9 可 以 同 尺 的 黎 

一 个 元 7 交换 ,所 以 我 们 最 然 有 we 一 gV, 即 六 是 不 变 子 冬 . 

这 个 不 变 子 群 虽 伍 避 的 中 心 。 = 和 ， 

例 3 -个 交换 竺 6 的 每 一 个 子 群 瑟 都 是 不 变 于 群 。 因 为 G 
的 每 一 个 元 8 可 以 和 看! 任 淮 一 元 x 交换 ,zt8 二 qx; 所 以 对 于 一 个 子 群 
吾 来 说 , 自然 也 有 

Ha=aH 
例 4 ”4 二 Ss， 那么 
N={1), (C123), (C132Y} 

二 一 个 不 变 于 群 ， 放 晨 子 群 容易 看 出 ,因为 六 二 ((123)). 得 
N(D=401), (123), C132)}, (ION = {4(1), (123), (132)} 
NC12) = {C12), (23), (13)}, (12) N=.(012), (13), (23)} 

声 NCO)—= NO23) -NC132) := (C1)N =(123) N= (132)N 

N22) -NO23) = N13) =(12)N =(23)N =i13N 

有 一 点 我 们 应 读 注 意 , 所 谓 aN = 二 6, 并 不 是 说 4 可 以 同 访 的 
每 一 个 元 变换 , 而 是 说 aY 和 wa 这 两 个 集合 一 样 ( 参 看 例 4)， 

现在 我 们 看 看， -个子 群 作成 不 变 子 群 的 其 它 几 个 条 件 .我 
们 先 规 定 一 个 符号 ， 

定义 ”假定 51, So …, 3。 是 一 个 群 G 的 mm 个 子 集 ， 那 么 由 所 


nm -i [ 


有 可 以 写成 
3182°"" Sn (B81 € Si) 
形式 的 好 的 元 作成 的 集合 电 人 做 Si。 的 乘积 。 这 个 乘积 我 
们 用 符号 
SS 
来 表示 . 
我 们 很 容易 看 出 : 
SSS) (NS) Nd: 
定理 1 一 个 群 G 的 - -个子 群 入 是 一 个 不 变 子 群 的 充分 而 且 
必要 条 件 是 : 
Na l= 
对 于 如 的 任 六 一 个 元 a 虱 对 . 
证 明 假 如 入 是 不 变 半 群 ;者 么 对 寺 G 的 任何 9 来 说 ， 


aN=Na 
这 样 ， 
aNa l=—{aMNa l=~(Naya ~—N(ag ')= Ne=N 
假如 对 于 如 的 任何 # 来 说 ， 
ENA ~ 
那么 


Na—=(aNa qo=(aN) a lig)— aN}e—aN 

六 是 不 变 子 群 。 证 完 . 

定理 一 个 群 届 的 - :个子 群 人 入 是 一 个 不 变 子 群 的 充分 而 且 
必要 条 件 是 : 

EO PEN—P>ana EN 

证 明 这 个 笨 件 是 必要 的 ， 是 定理 1 的 直 痰 结果 。， 我 们 证 明 

它 也 是 充分 的 .假定 这 个 条 件 成 立 ， 那 么 对 于 站 的 任何 一 个 死 9 
来 说 

四 了 


4 
| 
Le i 


(1) qaNa CN 
访 样 ,因为 a7! 也 是 召 的 元 , 我们 有 
oINAaCN, Hla Naa tCaNa ! 

(2) NCaNa”! 
出 {1) 和 (2) aNa l=N 
因而 由 定理 1, 入 是 不 变 子 群 .证 完 . 

慨 油 验 一 个 子 群 是 不 是 不 变 子 群 ， 用 定理 2 的 条 件 一 般 比 较 
方便 ， 

不 变 子 群 所 以 重要 , 是 因为 这 种 子 群 的 陪 集 , 对 于 基 种 与 原来 
的 群 有 密切 关系 的 代数 运算 来 谤 ,也 作成 :~ 个 群 ， 

我 们 疹 回 过 去 看 :看 整数 加 群 @， 我 们 知道 ， 一 个 固定 整数 
的 所有 售 数 作成 - 今 子 群 (I, 9)， 这 个 子 群 我 们 现在 把 它 时 做 
NN， 同 为 9 是 交换 群 ，W 是 一 个 下 变 子 群 ， 我 们 也 知道 ， 真 的 陪 
集 , 也 就 是 模 世 的 剩余 类 , 对 于 代数 运算 
十 : [ej+ [8] [和 十 右 ] 
来 说 ,作成 一 个 群 :剩余 类 吉 群 (1, 7, 例 2). 

把 一 全 任意 不 变 子 群 的 陪 集 作成 一 个 群 的 方法 正 是 以 上 转 例 
的 推广 ， 

我 们 看 一 个 群 G 的 “个 不 变 子 群 W， 把 妃 的 所 有 隧 集 作 成 一 
个 集合 

局 - 《人 PC 
我 们 说 ,法 则 
(ZTC = CN 

是 一 个 态 的 莱 法 . 要 看 济 这 一 点 , 我 们 避 须 证 明 ， 两 个 陪 集 x 育 和 
yN 的 乘积 与 代表 和 的 选择 无 凑 ， 让 我 们 看 一 看 : 


那么 w= Rl Yn 《22 ) 
(Neen 73， 
. . 2 * 


} rr mr er re er er i 


po ki 3 


但 由 于 交 古 不 变 子 群 ， 
nay ENy =¥ 
所 以 ny Rs (naEN ) 
cy ry Clie) 
LE 人 
由 此 我 们 果然 有 
ry 二 人 人 
定理 3 一 个 不 变 子 群 的 陪 集 对 :上 上 过 规定 的 习 法 来 说 作成 
一 个 群 ， 
证 明 我 们 证 明 群 定义 的 笨 件 I 工 , 117,7 能 被 满 引 ， 
1， 蛙 然 ， 
芋 . Ey 
和 AT 一 
Ty. ep 一 《Ba 一 了 
到, INeN = Cr rN =eN 证 完 


定义 一 个 群 的 一 个 不 变革 脱 入 的 路 集 所 作成 的 类 叫做 -- 
个 商 群 ， 这 个 群 我 们 用 符号 G/N 来 表示 . 

因为 六 的 指数 就 是 六 的 陪 集 的 个 数 ， 我 们 显然 有 ， 商 群 GAN 
的 元 的 个 数 等 FN 的 指数 . 3 G 是 有 限 属 的 时 候 , 由 9; 定理 2， 


已 的 阶 Y 
坷 的 阶 一 WN 网 阶 


习 题 
1， 很 定 群 必 的 不 变 了 替 六 的 阶 是 2， 证明, 心 的 中 心包 含 辟 ， 
2 证 明 , 两 个 趟 变 于 群 的 交集 还 是 趟 变 子 群 . 
3， 证 明 , 指 娄 是 2 的 子 娠 一 定 是 不 变 子 群 。 
[RR 9 子 群 ,六 是 后 的 不 变 子 Coli 中 二 人 元 于 各 
| A “ 六 二 WA = 诈 ， 


Wi 


op = hn hot le EM 


5 举例 证 明 ，G 的 不 变 子 群 N 的 不 变 子 群 ,未必 是 G 的 不 变 子 妊 《到 
= oo 全 

6.+ 一 个 群 在 的 可 以 写成 a-!6-!a5 下 人 的 基 记 做 换 位 于 证 时 ， 

Gy) 所有 的 有 限 个 换 位子 的 滋 枫 作 庆 曾 六 全 合 5 是 GG 的 一 个 不 变节 群 : 

(ii) GO 是 交换 妊 ; 


fji) 车 NN 是 如 的 -一 个 不 变 子 群 , 并且 他 /JN 是 们 换 群 , 那 必 ， 
Wo0 人 6 


$ 11， 回 态 与 不 变 子 群 “ 


在 不 变 子 群 , 商 群 与 同 态 映射 之 间 存 在 几 个 极端 重 昌 的 关系 。 
知道 了 这 几 个 关系 , 我 们 才能 看 出 不 安子 群 和 商 群 的 重要 意义 ， 

首先 我 们 有 

定理 1 一 个 群 G 问 它 的 每 一 个 商 群 G/N 同 态 

证 明 我们 规定 一 个 法 出 

站 一 直人 { 全 全) 

这 显然 是 @G 到 CA 的 一 个 满 射 , 对 于 G 的 任意 两 个 元 e 和 了 8 

来 说 ， | 
ab—sabN—(aN)(bNY | - 

所 以 它 是 一 个 间 春 宝 射 ， 证 完 ， 

由 群 的 一 个 子 群 可 以 推测 整个 群 台 的 性 质 , 我 们 在 9 已 
经 看 到 了 一 点 ， 假 如 我 们 有 -- 个 不 变 子 群 入 ,由 10, 我 们 知道 ， 
就 同时 有 两 个 群 可 以 供 我 们 利用 ， 一 个 是 入 本 身 ， 另 一 个 是 商 群 
QIN， 现 在 定理 1 义举 诉 我 们 , 吕 与 9/ 有 同志， 这 样 我 们 自然 更 
容易 推测 G 的 性 质 . 

不 变 子 群 的 重要 性 不 仅 在 这 -方面 因为 在 某 种 意义 之 下 , 定 
理 1 的 逆 定 理 也 是 对 的 ， 我 们 先 规 定 一 个 名 词 . 

定义 ”很 定 上 是 一 个 群 G 到 另 一 个 群 人 的 一 个 同 态 满 射 ， 避 


的 单位 元 下 在 看 之 下 的 所 有 着 象 所 作成 的 如 的 子 集 巴 做 间 态 满 射 
和 的 炉 . 

定理 2 ”假定 如 和 C 是 两 个 群 ,并 且 G 与 鼠 同 态 , 那么 这 个 同 
态 诵 得 的 核 克 是 她 的 一 个 不 变 子 群 ,并 且 

iN 二 0 
” ”证明 我 们 用 5 来 表示 给 的 同 态 注射 假定 a 和 5 晨 闵 的 任 
伍 两 个 元 , 那么 在 省 之 玫 ， 
qa—— 6, Pp—— ?8 

因此 nb 1l—. E61=—B 
这 就 是 说 ， co5EN 一 洲 5 < 可 
是 如 的 一 个 子 群 。 殷 定 %EN, aEG， 而 且 在 天 之 下 ,9 一 一 >&， 那 
么 在 自 之 下 ， 


™ 
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dna |] 一 一 3 本 5 I!=6 
这 就 是 说 ， nEN，acG 一 汪 22 EN 
六 是 分 的 一 个 不 变 子 群 . 
现在 规定 一 个 法 则 
殷 : aN— 5a) 【acEe) 


我 们 说 ,这 是 一 个 GAY 与 召 间 的 辣 构 映射 。 因 为 ;: 
(i) aN=bN—>b InN—>) a pa =b, 
这 就 是 说 ,在 妆 之 下 GIN 的 一 个 元 素 只 有 一 个 唯一 的 象 ; 
ii) 给 了 如 的 一 个 任意 元 5% 在 G 里 人 至少 有 一 个 元 9 满 居 条 
件 直 C0)=5, 由 炒 的 定 浆 ， 
办 : 5 请 一 一 给 的 元 
这 就 是 说 , 和 是 Gy 六 到 G 的 请 射 ; 
fiii) aNADN—> b inEN— 0 6 
《iv 在 区 之 下 ， 
* FE +* 


™ 
电 H a 
i 


TT 
a 
二 


aNbN - abs— —snb =ab 

这 样 G/N | 证 完 

定理 1 告诉 我 们 ，- 个 峰 G 和 它 的 优 一 个 商 群 同 态 ,定理 2 告 
诉 我 们 , 抽象 地 来 看 , C 只 能 番 它 的 商 群 村 态 , 所 以 我 们 可 以 说 , 定 
理 2 正 是 定理 1 的 反而 .我 们 知 遵 ， 当 群 8 与 群 公 同 态 的 时 便 , 经 
的 性 质 并 不 同 # 的 完 爹 -- 样 ， 但 定理 2 但 泊 我们， 这 时 我 他 一 定 
提 得 到 如 的 一 个 不 变 闻 腾 访 ， 使 得 在 的 性 质 和 商 群 G/N 的 完全 

群 的 同 态 济 射 的 以 二 一 全 不 变 子 群 ， 这 一 件 重 要 事实 是 一 个 
一 般 事 实 的 特例 . 到 们 知 这 ,在 ， 个 由 到 视 峙 之 下 ,一个 要 六 其 二 
性 质 关 不 变 的 ,者 于 性 质 走 会 变 的 ， 证 我 们 看 一 看 , 同 态 注射 对 于 
子 群 和 不 杰 子 群 所 发 生 的 影响 如 作 ， 为 说 明示 人 恒 起 见 ， 我 们 先 更 
定子 集 购 象 与 道 象 这 两 个 概念 . 

定义 ”假定 中 是 集合 4 到 集合 4 的 一 个 满 射 . 

我 们 说 , 是 4 的 一 个 了 集 信和 之 下 的 象 ， 假如 轩 包 全 
所 有 态 的 元 在 上 之 下 的 象 ， 守 一 i@es, se 

我 们 说 , 5 是 互 的 - 个 了 信人 和 假如 3 他 好 包 
售 所 有 上 的 元 在 多 之 下 的 逆 象 . S = ?3 fee : 

定理 3 假定 EG 和 下 是 疝 个 带 ， 并 且 台 与 到 同 苍 : 那么 在 
这 个 同 态 庶 射 之 下 的 

《i ) 8 的 -个 于 群 本 的 象 且 是 如 的 一 个 子 群 ! 

(ii) 妇 的 :个 不 蛮 子 属 浆 的 象 六 是 他 的 一 全 不 变 子 群 ， 

证 明 ”我 们 用 终 来 表示 给 定 的 回 态 满 射 ， 

Ci》 假定 &,6 是 吾 的 两 个 任意 元 ,并且 在 $$ 之 下 ， 

a——7n, bss {a,beH) 


ab li yab-t ， 


但 用 于 五 是 子 群 ，ap -7， 闲 此 由 于 总 是 吾 的 在 丰 之 让 的 象 ， 
td5-1E 坟 。 这 样 ， z 
nDE Sab 
晶 是 售 的 一 个 千 群 ， 
Cii》 六 既是 的 一 个 不 变 千 群 ,由 (i), 我 们 知道 育 是 全 的 -、 
个 子 寻 ， 假 定 & 是 的 任意 元 ;是 语 的 任意 元 , 而 且 在 $ 之 下 ， 
QO— i Rn AEG, HEN) 
那么 在 及 之 下 ， 
ON IR! 
但 有 由 于 太 是 人 的 丰 变 子 群 ,aner1Em ,因此 出 于 遍 是 太 在 引 之 下 的 
象 ,ana iEN， 这 样 ， 
EG, NEN——S ANd EN 
NN 是 个 的 一 个 不 变 子 群 .证 完 . 
定理 4 ”假定 4 和 如 是 两 个 群 ， 并 且 G 与 9 同 访 。 那么 在 这 
个 间 坊 满 射 之 下 的 
Ci) 8 的 一 个 子 群 吾 的 道人 象 旦 是 届 的 一 个 车 群 ; 
(这 ) 6 的 一 个 不 变 和 群 放 的 道 象 丸 是 6 的 一 个 不 变 子 群 ， 
证 明 我 们 用 5 来 表示 给 定 的 同 态 注射 ， 
( i 》 假定 a,5 是 立 的 两 个 任意 元 ;并且 在 $$ 之 下 ， 
qd—— ab ——*D 
那么 由 于 吉 是 日 的 滥 象 ,&, BE 如 ,因而 688-1€ 太 ,但 在 之 下 ， 
ab li F329! 
所 以 gb IE 号 这样， 
a bEH—S>ab tH 
二 是 如 的 一 个 子 群 . 
(i ) 家 既是 侣 的 一 个 不 变 子 群 ， 由 (i)， 我 们 知道 入 是 的 
一 个 子 群 。 假定 a 是 的 任意 元 ，#%w 是 访 的 任 间 元， 并 且 在 浊 
+. FF 
i 


之 下 ， 
在 -一 一 > 人 Hon 
部 么 59, NE 育 , 因 市 出 于 请 是 不 变 于 群 ,Raa71EN. 但 在 由 之 下 ， 
A FRR! 
所 以 ang 1EN .这样 ， 
et, MEN Sma EN 
六 是 如 的 -一个 不 变 子 群 ， 许 完 . 
这 样 ， 一 个 群 的 一 信子 集 是 否 一 个 子 群 以 及 是 否 一 个 不 变 子 
群 这 两 个 性 质 ， 在 一 个 同 坟 文 射 之 下 是 不 变 的 ， 这 一 点 更 增加 了 
子 群 以 及 不 变 耳 群 的 重 旨 性 . 
同 态 注射 的 楼 是 不 变 子 群 , 这 一 件 事实 时 然 足 定理 4，(ii) 的 
一 个 特例 ， 


习 

1 我们 看 一 个 集合 4 到 集合 所 的 满 射 占 证 并 , 若 8 是 8 的 逆 象 ， 5 一 
定 是 瑟 移 象 : 但 车 吉 是 总 的 象 , 号 不 :- 定 是 总 的 造 象 . 

2， 鼻 定 群 各 与 群 咎 后 态 , 入 是 如 的 一 个 不 变 子 群 ,入 是 厅 的 道 间 .证 
明 ,， G/N 汪 G/N. 

3. 假定 全 和 避 是 卫 个 有 限 循环 群 , 它们 的 阶 千 是 坟 和 ww， 证 明 , 如 与 全 
同 态 , 当 而 匡 只 当 %w|m 的 时 候 . 

4。 假定 如 是 一 个 循环 群 , 叉 是 忆 的 一 个 子 类 十 明 ，GiN 也 十 循环 群 . 


(之 :tOW : FC? 
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第 三 章 环 与 域 


在 前 一 草 里 我 们 把 十 的 基本 性 质 硝 为 过 论 了 一 下 . 现在 我 们 
要 谈 到 其 它 两 种 代数 系统 ， 就 是 环 与 域 . 在 高 等 代数 里 我 们 已 经 
看 到 , 全 体 整 数 作 成 个 环 , 全 位 有 理 数 , 全 体 实 数 或 全 体 复数 都 
作成 一 个 域 ， 即 此 可 见 ， 斌 与 域 这 两 个 概念 的 重要 性 。 同 我 们 对 
于 群 的 过 论 -- 样 , 在 这 章 里 ,我们 只 是 要 讨论 环 与 域 的 若 熙 最 基 
本 的 性 质 , 半日 认 识 几 种 最 重要 的 环 与 域 , 使 得 我 们 一 方面 对 干 中 
学 代数 有 更 清楚 的 了 解 , 另 一 方面 得 到 作 进 一 步 研讨 的 基本 知识 . 


3 1， 加 群 , 环 的 定 浆 


在 环 的 定义 里 要 用 到 加 群 这 一 个 概念 。 我 们 先 把 这 个 概念 说 
明 一 下 ， 抽 象 群 的 代数 运算 到 现在 为 止 我 们 都 用 胰 法 的 符号 来 表 
示 . 但 我 们 知道 ,一 个 代数 运算 用 升 么 符号 来 表示 是 没有 关系 的 ， 
一 个 交换 群 的 代数 运算 , 在 茶 种 场合 之 下 , 用 加 法 的 符号 来 表示 更 
为 方 虱 ， 

定义 一 个 交换 群 则 做 一 个 加 群 ， 假 如 我 们 把 这 合群 的 代数 
运算 叫做 加 法 ,并 提 用 符号 十 来 表示 . 

群 论 里 的 许多 符号 都 是 因为 把 群 的 代数 运算 叫做 了 和 蒋 法 才 那 
样 选择 的 .因此 在 加 群 时 我 们 有 选择 新 符号 的 必要 ,符号 一 改变 ， 
许多 计算 壬 则 的 形式 当然 也 中 着 改变 ， 现 在 我 们 简单 地 说 更 一 下 
加 群 的 符号 和 计算 其 贻 . 

由 于 加 群 的 志 灶 适合 结合 律 ， 2 个 元 al， ……， 0， 的 和 有 意 


义 , 这 个 和 我 们 有 时 用 符号 全; 来 表示 |; 


站 到 二 


» HO +* 


So a ta 二 
一 个 吉 群 的 唯一 的 单位 元 我 们 用 0 来 表示 ， 并 且 抬 它 叫 做 零 
元 ， 我 们 有 以 下 计算 规则 : 
(1) 0—u=a+0=a ca 是 任意 元 ) © 力 
元 如 的 瞧 一 的 间 匹 我 们 用 一 在 来 豆 示 ， 并 且 把 它 忆 做 问 的 负 
元 (简称 贷 3). 元 4 二 (让) 我 们 简写 成 4 一 8 ( 念 成 #8 减 申 . 由 这 
两 邻 宠儿 以 器 变换 群 的 性 陆 ;我们 有 以 下 计算 规则 : 


(2) cata=a—a=0 yr 
(3) 一 (a)=& 

(4) 0= be -a 

(5) 一 【和 -站 一 让 一下， 一 (一 四 一 一 让 十 下 


比方 说 要 证 明 (5) 的 第 - - 式 , 照 一 Ca 二 3) 的 定 芝 ,只 顷 证 明 
{(—a—b)-J-(a+b)=0 
而 事实 上 ， 
(a—6) (laid) at(t-b)tatbse. 
% 个 a 的 和 (nw 是 下 加 数 ) 我 作用 符号 na 来 表示 ， 并 且 把 它 叫 
做 a 的 n 信 (简称 及 人情 a): 
个 
二 二 | 
正如 乘法 和 群 的 情形 一 样 , 我 们 进一步 规定 : 
【 一天) 有 = 一 (人 ay，03:20 
这 里 第 一 个 0 是 整数 堆 ， 第 二 个 0 是 加 和 群 的 零 元 .这 一 点 草 看 仅 
平 很 混乱 ， 但 正如 用 同一 符号 上 来 才 示 两 种 不 辐 的 代数 运算 的 情形 
一 样 , 习惯 了 就 不 觉得 有 仁 么 不 恒 了 :， 这样 规定 以 后 , 对 于 任何 整 
数 到 , % 和 加 群 的 仔 何 元 ea 来 说 ,部 有 


7 十 癌 站 = CO | 瑟 ) 王 


i me drip To a mp Ti 


[61 3 放 主 一 7 邓 “人 

nlat+b) = ned- 
这 几 个 公 碟 与 乘法 群 的 相当 公式 完 金 平行 ， 我 们 要 和 注意 ， 这 里 的 
整数 ;n,n 一般人 不 是 加 群 的 雹 . 
一 用 新 的 符号 ， 加 群 的 “个 韭 空子 集 态 作 成 一 个 子 群 的 充分 必 
要 条 伞 是 : 

.bES——S 二 -这 

ED 地 一 4 


汉 
ET 


a,bESN—— Sa — bes 
现在 让 我 们 看 :看 ,什么 是 伏 -个 环 ， 
定 一 个 集合 如 叫做 一 个 环 , 假如 
1， 旦 旦 一 全 加 和 群 , 换 -各 话 说， 有 R 对 于 一 个 岂 做 加 法 的 代数 
运算 来 说 作成 一 个 交换 群 ; 
2， 甩 对 闫 吕 个 叫做 乘法 的 代数 运算 来 说 是 闭 的 ; 
3， 这 个 污 法 适合 结合 律 :; 
ntoe}y = (oad ye 
不 管 4,5,¢ 是 忆 的 哪 三 个 并 ; 
4。， 沿 个 分 配 律 部 成 六 
athre}y—ab-tac 
(B+ cj)a-- br- en 
小 管 ,8,5 是 起 的 哪 二 个 元 ， 
由 高 等 代数 已 知 ， 全 体 整 数 作 成 的 集合 对 于 普 递 加 法 和 和 恢 法 


来 说 作成 一 个 环 . 
在 没有 举 别 的 例 以 前 , 让 我 们 先 看 一 者 ,在 一 个 环 里 有 些 什么 
计算 规 则 ， 


因为 一 个 环 是 一 个 加 群 ， 上 谭 的 计算 规则 () 到 (6) 在 一 个 环 
+ 2 


里 都 成 立 . 
碍 于 两 个 分 醒 律 所 及 负 元 的 定 艾 ， 
(oa—b)c- pe=[ ta—b}d Ble--ar 
如 一 下] -rh=rlia—60-+6|l=—en 
这样 由 (4)， 
7) (a—Bbce—cae— be 
eta—b)— en- eh 
7) aaa=mata me)=aa—A4 一 J, 因 此， 
{8) Us —a0- 站 
注意 ,这 里 的 0 都 是 呈 的 夫 泡 . 
时 分 配 律 , 负 抑 的 定 艾 玻 及 (8)， 


三 在 一 一下) 而 = tab. 0 ab abl=atb— b=0 


困 此 ， 
(9) {—ab=at—b)——ab 
由 (9) 很 容易 推出 ， 
(10) (—a)(—b)=ap 
国 为 两 个 分 配 律 都 成 立 , 而 上 施法 区 适合 结合 很 ,所 哮 
(11) a{tb i bs db ) -ab tabst -ab, 
(Dit bat + ho 二 本 全 + bor tr bd 
由 (C11) 可 得 
(12) Ca ee a) Dt,) 一 


机 


以 上 等 式 的 右 端 我 们 有 了 时 也 写作 了 Si5,, 这 样 ， 


ti=1 j=1 
(EE) EE 
t=™ F 了 一 1 一 荆 了 到 


由 (11), (8) (9), 对 于 任何 整数 %, 吾 的 任何 4, 来 说 ， 


+ 


Cj) (nrgyb -alnb) =n(tap) 

因为 乘法 适 全 结合 律 , nn 个 元 的 滋 各 有 意义 。 女 群 论 里 一 样 ， 
8 个 下 的 乘积 我 们 用 符号 a” 来 表示 , 并 且 把 它 宙 敌 a 的 关 次 乘 方 
( 湖 答 吕 族 廊 ): 


o -ac (ww 是正 束 数 ) 
这 样 规定 以 后 , 对 于 任何 正 蜗 数 ms mw 与 吾 的 任何 元 a 来 说 ， 
(14) ga ent 
{a")"—=a"* 
出 以 上 各 条 我 们 可 以 大 出， 中 学 代数 的 计算 法 企 一 个 环 里 其 
不 多 都 可 适用 ， 忆 有 很 少 的 儿 种 普通 计算 法 在 -个 环 电 不 一 定 
对 , 这 一 点 我 们 在 下 - - 闻 里 讨论 ， 
， 习 题 
1 凑 钢 ， 不 市 内 了 绽 的 加 群 的 一 个 子 集 作成 一 个 子 于 的 条 件 足 充分 


且 必 要 的 . 
2， 忆 一 40, ga,b. 5c， 加 法 和 莱 读 四 以 下 遇 个 表 结 定 : 


十 | 0 br < d a bb ¢ 
oouee oi0 0 00 
全 | i eh a. 00 
[a be 0 uu be 
ce bb a eC 0a 
证 明 , 如 作成 一 个 乒 人 - ~ 
~ 


82， 交换 律 \, 单 位 元 , 零 因子 、 整 环 


若干 普通 计算 法 在 一 个 一般 的 环 里 不 成 立 ， 他 们 要 在 有 附加 
条 件 的 环 里 才能 成 立 ， 我 们 人 在 这 一 下 里 先 讨论 环 的 三 种 重要 附加 
条 件 . 
| 


交换 逢 ”在 环 定 义 里 我 们 没有 要 求 环 的 乘法 适合 交换 律 ， 所 
以 在 一个 环 里 a8 米 必 等 于 Ba. 比方 说 , 上 一 节 的 习题 2 里 的 环 就 
是 这 样 的 一 个 ， 这 种 环 的 例子 我 们 以 后 还 要 碰 镜 . 

但 一 个 环 的 渗 法 可 能 是 适合 交换 律 的 ,比方 说 整数 坏 ， 

定义 ”一 个 环 召 叫做 一 个 交换 环 , 假如 

ab = be 
不 管 4,5 是 情 的 哪 两 个 元. 

在 一 个 交换 环 里 ,对 于 性 何 正 整 数 % 以 反 环 的 任意 两 个 元 4,5 

来 说 .都 有 
_ apb*= (a6)” 

单位 元 ”在 群 论 里 我 们 已 经 看 到 了 单位 元 的 重要 性 ， 在 环 的 
定义 里 我 们 没有 要 求 一 个 环 要 有 -一 个 对 于 季 法 米 说 的 单位 元 。 但 
一 个 环 假如 有 之 样 一 个 元 , 我 们 可 以 想象 ,这 个 元 也 会 占 一 个 很 重 
要 的 地 位 . 

定义 一 个 环 呈 的 -- 个 元 。 叫做 一 个 单位 元 ， 假 如 对 于 吾 的 

意 元 来 说 ,都 有 
| 

一 艇 ,一 个 环 未 必 有 一 个 单位 元 . 

倒 1 五 ={ 所 有 伪 数 }.、B 对 二 普通 加 法 和 和 汪 法 来 说 显然 作 
成 一 个 环 .但 旦 没有 单位 元 . 

但 在 特殊 的 环 里 单位 元 是 会 存在 的 , 比方 说 整数 环 的 1. 

一 售 环 于 如果 有 单位 元 ; 它 只 能 有 一 个 ， 因 为 ,假如 于 有 两 个 
单位 元 e 和 e', 那么 

e868—=e" 

在 一 个 有 单位 元 的 坯 里 ， 这 个 唯一 的 单位 元 习惯 上 常用 1 来 
表示 , 我们 以 下 也 采取 这 种 表示 方法 ， 当 然 , 一 个 环 的 1 一般 不 是 
普通 整数 1。 


ss 闪 宁 = 


我 们 暂时 只 看 有 单位 元 的 细 . 
在 这 种 环 蛙 我 们 同 群 论 里 一 样 ， 如 下 地 规定 一 个 死 名 的 雪 次 


全 "一 上 
我 们 所 规定 什么 站 做 一 休 元 的 (对 乘法 到 说 的 ) 进 元， 
定义 ”一 全 有 单位 元 环 的 - :个 元 五 叫做 元 ea 的 : -个 道 元 ， 假 
El 
ta=ab =1 
一 个 元 a 最 多 只 能 有 一 -个 递 元 ， 因 为 ， 假 如 4 有 两 个 这 元 6 
和 65', 耶 么 | 
pab'—blab’)=b1l=5 
= (pap :bb - 8 
当然 .个 元 a 未 必 有 逆 元 ， 象 整数 了 环 足 一 个 有 单位 元 的 环 ， 但 除 
了 十 1 以 外 , 共 他 的 整数 都 没有 有 逆 元 ， 
旭 果 一 个 元 a 有 复元 ， 那 么 这 个 唯一 的 逆 元 我 们 同 群 论 里 -- 
样 用 ea 溢 圾 未 并且 规定 
za 一 《er 
这 样 规 定 以 后 , 对 这 个 e 来 说 ,公式 
A 
就 对 于 任何 台 数 mw,n 闭 成 这 了 
零 因子 ”我们 证 明 过 ， 个 坏 的 两 个 元 a8 之 加 如 果 有 一 个 
是 零 ,那么 a8 也 等 二 零 ， 可 起 
(1) ab 0 二 0 或 4 二 0 
记 -条 普通 的 计算 规则 在 -- 个 一 般 环 里 半 不 一 定 成 立 . 
例 2 五 一 { 所 有 檬 呈 的 剩余 类 ?， 我 们 符 吾 规定 过 一 种 加 法 
[a] : 16] = [ea 二 可 
并 且 知 道 五 对 于 这 个 加 法 来 说 作成 一 个 加 群 ， 现 在 我 们 要 将 书 规 
| - 


1 ua ， 征 


定 一 个 弱 靶 .我们 规定 : 
(2) [ajtd1=Lab] 
模 台 的 剩余 类 是 由 整数 间 的 等 价 关系 
na 三 Bf(a3?， 妆 而 且 失 当 m#la -的 上 时候 
所 雇 定 的 蔡 是 
[La a 1, [bj-.-Lb'] 
那么 由 等 式 
nb 一 
容 易 证 胡 
iab -> LA 
所 以 (2) 是 -一 售 开 掏 徐 法 ， 由 卜 述 加 法 和 乘法 的 定义 易 见 ; 乘法 适 
合 结 会 律 ， 于 人 往 两 个 分 配 律 者 成立 ， 国 此 五 作成 一 个 环 ， 这 个 环 
叫 航模 的 测 余 状 环 . 
若是 允 不 是 过 数 : 
nn =ab, Ria, nr 
那么 在 坏 呈 于 
[al#L0], .81 L001, {lla lip |: Las.,=Lnj=L0] 
半 涛 LOj 正 态 呈 的 需 元 , 这 右 是 讶 , (1) 在 于 里 不 成立 ， 
定 兴 ”各 生 在 一 个 坏 里 
下 声 站 ,在 地 站 但 ep-D 
我 们 就 说 , a 是 这 个 环 的 一 全 在 零 因 子 , 起 - “个 右 零 因子 . 
我 们 要 和 福 意 , 一 个 环行 症 交 换 坏 , 它 的 一 个 去 零 因 了 当然 出 是 
一 个 石 零 因子 .但 在 非 交 换 环 中 ， 一 个 专 因 于 未 必 闻 时 是 左 也 后 
在 零 国 了 六， 比方 上 市 习题 2 里 性 4 同时 业 左 世 是 证 零 因子 ， 可 是 
b 和 6 就 仪 是 右 零 因子 而 不 是 左 
一 个 环 当 然 可 以 巡 有 零 因 子 ,比方 说 整数 环 . :显然 ;三 而 基 只 
在 一 个 役 有 零 因 子 的 环 里 (1) 式 才 会 成 立 . 


” ,ne 


例 3 由 高 等 代数 知 ， 个 数 霹 记 上 一 团 %nxn 扶 阵 对 于 录 阵 
的 加 法 和 乘 读 来 说 , 做 成 一 个 有 单位 元 的 士 ， 妆 R22 轩 ， 这 个 环 
古 非 友 换 坏 , 并 有 等 因子 ， 

才 因 子 存在 不 存在 四 消 去 律 成 并 不 成 并 也 有 密切 关系 . 

定理 在 一 个 没有 圭 因子 的 环 电 两 个 消去 律 都 成 立 : 
-AZ 二 人 站 Db =ac— b=e 

Dy uO, br- can———b -ce 
反 过 来 ,在 一 个 环 时 如果 有 一 个 消去 律 咸 站 ,那么 这 个 环 和 没有 等 因 
了 了， 

证 明 假定 环 虹 没有 和 零 国 于 ， 因 为 
qb at——>a(th— ee) = 


、 在 上 述 假 定之 下 ， 
a0 全 = 全 一 全 六 一 上 一 0 一 全 六 一 

园 样 可 证 ， 
dao, 站 站 一 (一 字 六 一 

这 样 ,在 吾 里 两 个 名 去 律 都 成 立 . 

芭 过 来 ,假定 在 环 召 里 第 一 个 请 去 律 成 立 ， 因 为 

如 呈 一 人 一 2 一 00 

在 上 述 假 定之 下 ， 


0 ab—0—7b 0 
这 就 是 说 ,五 没有 零 因 子 ， 第 二 个 消去 律 成 立 的 时 候 7 情形 … 样 . 
证 完 . 

推论 ”在 一 个 环 里 如 果 有 一 个 消去 律 成 立 ， 那 么 另 一 个 消去 
律 也 成 立 , 

以 上 我 们 认识 了 一 个 环 训 能 适合 的 三 种 件 : 第 一 个 是 
乘法 适合 交换 律 ， 第 二 个 是 单位 元 的 存在 ， 第 三 个 最 专 困 子 的 不 
存在 .一 个 环 当 然 可 以 同时 适合 一 种 以 上 的 附 四 条 件 ， 期 诸 沁 全 
gg 


~ a 


ei re 


以 上 三 种 附加 条 件 的 环 特别 重要 ， 
守卫 人 村 二 可 
1、 乘 法 适合 交换 律 : ” 
ab=ba 入 32 
2， 下 有 单位 元 1: ~ 2 


Isg=al=" 2 下 让 个、 
3 豆 入 有 符 因 于 : 


0 一 6 一 0 或 5= 0 3 -六 站 区 
这 里 ea, 这 以 是 下 的 侍 章 元 ， 
整数 环 显 然 征 一 个 整 荆 ， 


本 题 
i， 证 明 , 二 项 式 定 理 
(Ct; 

在 交换 环 中 成 立 . An 攻 AN 生计 j 

2， 报 定 一 个 环 玉 对 于 起 法 来 说 作成 一 个 德 证 明 , 天 六 的 

3， 证 幸 , 对 于 看 晶 位 无 的 环 来 说 , 加 法 适 稚 交换 律 是 环 定义 避风 
的 结果 (利用 人 Ca 十 ByfiI 十 137)， 

4， 找 一 个 我 们 还 没有 提 到 过 的 有 等 因子 的 环 . 

5. 证 崩 , 由 所 有 实数 十 bw 3 (a, bb 是 整数 ) 作 成 的 集合 对 于 普通 加 法 


和 乘法 沧 说 是 一 个 整 环 、 “ 祁 7， > 
L133 让 
83. 除 环 、 域 


现在 我 们 要 谈 到 -个 环 可 能 适 仓 的 另 一 个 附加 条 件 、 我 们 已 
经 在 环 里 下 过 了 化 元 的 定义 ， 并 且 知 道 环 的 一 个 任意 元 不 一 定 有 
一 个 赣 元 我们 问 ， 在 一 个 环 里 会 不 会 每 一 个 元 都 有 一 个 道 元 ? 
在 轰 转 苏 锡 情 萌 下 这 是 可 能 的 . 


人 


a i 


例 工 中 只 包 揪 一 个 元 加 法 和 乘法 是 ; 
站 十 号 二 全， 二 站 

显然 是 -- 个 环 ， 这 个 环 情 移 唯 -- 的 元 9 有 一 个 逆 元 ， 就 是 a 本 
身 . 

钮 当 环 问 至 少 有 丙 个 元 的 时 全 情形 总 不 同 了 这样， 五 译 少 
在 -- 个 不 竺 于 零 的 元 ,因此 04 二 0 半 g， 这 就 是 说 , 0 不 会 是 吾 的 
单位 元 . 但 妇 =0, 不管 志 是 吾 的 哪 一 个 元 负 此 知道 ， 吾 的 0 不 
会 有 道 元 . 

便 1 的 环 没 有 多 大 意思 ， 我 们 可 以 不 去 管 它 。， 现 在 专 看 至 少 
有 有 两 个 元 的 环 ， 这 种 环 的 零 元 不 会 有 道 元 我 们 已 经 知道 ， 我 们 进 
一 本 问 ，| 除 了 零 元 以 和 外， 其 它 的 元 会 不 会 都 有 一 个 道 元 ? 这 是 可 
能 的 ， 

例 2 全 体 有 理 数 作成 的 集合 对 于 普通 加 法 和 先 法 来 说 显然 


是 一 个 环 ， 这 个 环 的 一 个 任意 元 a0 显然 有 逆 元 二 


定 尽 ”一 个 环 吕 串 做 “ 个 除 环 , 拔 如 
1. 起 至 水 包 禽 一 个 布 等 于 零 的 元 f 、 
2. 吾 有 一 个 单位 元 ; 
3， 天 的 每 一 个 不 等 于 零 的 元 有 一 个 逆 元 . 
定义 -- 个 区 换 除 环 遇 艇 一 个 域 . 。 
照 我 们 的 定义 ， 例 2 的 全 体 有 理 做 的 集 合 是 一 个 城 。 同 冬 ， 
、 全 体 实 数 或 全 体 复 数 的 集合 对 于 普通 雪 法 和 习 法 来 说 也 各 是 一 个 
域 ， 这 都 是 交换 除 环 的 例子 ， 非 交换 除 环 的 例子 在 下 面 就 要 看 
到 ， 我 们 先 看 一 看 , 除 乓 以 下 焉 的 几 个 最 置 要 的 性 质 . 

(4) 一 个 除 环 答 有 雪 因 末 ， 央 为 : 

qs0, 人 一 0 一 一 省 10 一声 一 0 _ 

(3) 一 个 除 羡 忌 的 不 等 于 雪 的 元 对 于 好 车 来 角 作 号 一 合群 

人 * 


YY > 
ei 


中 ， 拓 为 : 由 于 (a), R* 对 于 鞠 法 来 说 是 闭 的 ; 由 于 环 的 定义 ， 乘 
法 适合 结 人 台 律 ; 吾 有 单位 元 ,就 是 吾 的 单位 元 ; 由 于 除 环 的 定义 . 
天 ”的 每 一 个 和 有 一个 放下 吾 ” 叫 做 除 环 的 乘 群 放任 一 个 
使 得 这 两 个 群 中 已 全 未 
由 于 (zj (在 一 个 除 环 如 里, 方程 
ar=b 和 va- b (nr. bER,GGA0) 

各 有 一 个 唯一 的 解 , 就 是 a 二 和 Bn 1， 在 普通 数 的 计算 所， 我 们 
把 以 上 两 个 方程 的 相等 的 解 用 改 来 表示 ,并 且说 ,了 是 用 sa 除 5 所 


得 的 结果 .因此 , 在 除 环 的 计算 里 , 我 们 说 , 415 是 用 a 从 左边 去 
除 6,ba”” 是 用 & 从 右边 去 除 b 的 结果 ， 这 样 , 在 一 个 除 环 里 ， 只 
楼 元 4 六 0， 我 们 就 可 以 用 a 从 堪 或 从 右 去 除 一 个 任意 元 65， 这 就 
是 踪 环 这 个 名 字 的 来 源 .， 我们 有 区 分 从 左 除 和 从 右 除 的 必要 ， 因 
为 在 一 个 除 环 里 ,a 未 必 等 于 ba '. 

现在 我 们 看 一 个 域 .在 一 个 域 里 ,ae - 巧 =aa !， 因 此 我 们 不 妨 


把 这 两 个 相等 的 元 又 用 二 来 表示 ， 这 时 我 们 就 可 以 得 到 普通 计算 
法 : 


(i) 和 = 二 ， 当 而 且 只 当 ad=be 的 时 个 
， ee oadlbe 

0) ta To 

。， 。 Ge or 

OD) Ba 


我 们 只 证 上 明 (i): 
a_e a pe _ 
ba ?db 


并 且 因 为 消去 律 在 一 个 域内 成 立 ( 域 无 零 因子 )， 
a Je¢ Gp 
bra is bd db 


其 余 两 个 式 于 的 成 立 岂 只 去 两 边 用 aa 一 乘 就 可 以 看 出 ， 
我 们 抠 在 给 个 非 交 换 除 坏 的 例 . 
例 3 Ri{ 所 有 复数 对 Ce,B)}， 这 里 
Ce BD -a Ba) 当 而 天 有 内 当 01 一 02; 1 一 Bz 的 上 时候， 
吾 的 加 法 和 夷 法 旦 
Cars HD+ (es Be) =tat ea Pit A2) 
Ca BCas, Be) — (taraa — Bb, aiBs + Pids) 
这 里 部 表示 的 是 w 的 共 饭 数 ; 
-aod: oi—Gat (a a2 是 实数 ) 
对 于 加 法 来 说 , 天 显然 作成 一 个 加 群 。 用 简单 的 计算 ,我 们 可 
以 验证 , 导 污 适合 结合 律 , 并 且 两 个 分 配 律 者 成立。 因此 五 作成 一 
个 环 . 
五 有 一 个 单位 元 ;就 是 (1,0)， 我 们 看 只 的 二 个 元 “~ 
{a 8)= (t+ari, bi 二 +b)，(q1 G3; B15 是 实数 ) 
由 于 (a, Ba, A)=(8, — A)(a,B)=(adtBp, 0) 
而 ot 二 BB 一 af 十 3 十 十 如 在 0， 除 韭 f=2=0 
所 以 只 要 (a, 户 ) 不 是 互 的 零 元 (0,0), 它 就 有 一 个 递 元 


(i 
GE 十 月 8 ad5 十 有 6 
这 样 ,有 召 是 一 个 除 环 . 
五 不 是 交换 环 。 我 们 算 一 个 例子 : 
C2,0)00,1) = (0 1010i0) 一 (0, i) 
tt (ODO, 1 3 拓 (0, 1 jt i, 0) 
这 个 环 韦 做 四 元 数 腑 环 _ 
2 « 


A wi na My lh i as ea 去 这 Ln 


到 更 在 为 止 ， 我 们 书 经 把 几 种 最 常见 的 适合 附加 条 件 的 环 都 
稍微 谈 到 了 一 下 . 为 了 能 妃 把 它们 的 隶属 关系 看 得 更 请 楚 一 局 起 
见 ,我们 列 一 个 表 . 我 们 要 注意 , 一 个 域 一 定 是 一 个 整 环 . 

~ 人 


一 


以 下 我 们 用 到 最 多 的 是 整 环 和 域 . 


习 题 

. {所 有 复数 a+Vi、a > 是 有 开 娄 证 明 , 问 了 寺 通 加 法 和 来 
个 弹 、 习 全 册立 闻 _、 首 寅 站 

2-L1{ 所 有 实数 4 十 bv 3 ,ta, 5 是 有 理 数 )、 对 二 普通 加 法 
和 洋 尘 来 说 是 -一 个 域 . 

3. 证 明 , 一 个 至 少 有 两 个 元 耐 且 没 有 零 因子 的 广 限 于 是 -个 除 环 . 

4. 证 轩 , 例 3 的 乘法 适合 结合 律 . 

5， 内 证 (向 元 数 除 素 的 任 如 元 ta 十 多 “+i), 这 里 abe,8 是 实数 ,可 
以 写 谎 
Ca,0)+tB, DE 0+ a, O00 7D + to, 0 00, i) 

的 形式 


和 4， 无 零 因 了 于 环 的 特征 


我 们 以 上 看 到 了 在 各 种 环 里 有 哪些 普通 计算 规则 是 可 以 适用 
的 ， 有 一 种 落 通 让 血 挤 则 不 但 在 一 般 环 里 ， 就 是 在 适合 条 件 比 较 
最 强 的 环 一 一 域 黑 面 也 还 不 一 定 能 够 适用 , 就 是 规则 


» 全 了。 


后 Le 


pr 


zi 个 

《 王 》 ao 二 0 一 ma 一 co 十 十 70 

例 1 我 们 着 一 个 模 plp 是 素数 ) 的 简 余 类 FF， 我 们 说 , 下 
是 一 个 域 . 

我 们 只 须 证 明 玉 的 不 等 于 零 的 元 作成 一 个 乘 群 让 ， 因 为 乘 
法 适合 结合 律 , 而 妨 多 十 -个 有 限 集 合 , fF” 作成 彝 群 的 条 件 是 : I 
FY 对 于 乘 波 来 说 是 财 的 , 开 ， 消 出 律 成 立 ， 但 

1!， 出 十 起 素数 ， 

pta,p1 dSp+ad 

这 未 是 说 ， [dj 站 [98], [的 庆 [0] 一 他 [ef 一 [Lot 二 [0] 


换 一 句 话说 ， [a], [BJEF*—> [ol ER 
下 . plac—ar “=at—w ) p11a— Sp| re 
这 就 是 说 ， [Lars] = iar , Lela[L0|=S [dj = [52 J 


换 一 句 话说 ， [aej[z]=[a3tz],[a]EF* —>[z]=[»’] 
这 样 , Be 果然 是 一 个 乘 群 , 而 下 是 一 个 战 . 
在 这 个 域 里 我 们 有 
[aj] 手 [01, 但 ptael]=0 
这 一 事实 ， 队 为 不 管 te] 是 丈 的 娜 一 个 元 ， ~ 
多 个 个 
pla]=[alt-. Ttal= [at. Tal]=[ye]=0 
现在 让 我 们 看 -… 看 , (1) 所 以 不 一 定 能 够 成 立 的 原因 何在 ， 假 
定 是 一 个 环 ， 我 们 知道 ， 有 R 的 元 对 于 加 法 来 说 作成 一 个 加 群 . 
在 这 个 加 群 里 每 一 个 元 有 一 个 阶 ， 出 于 阶 的 定义 ,及 的 一 个 元 4 
在 加 群 里 的 阶 车 是 无 限 大 , 那么 不 管 吕 是 娜 一 个 整数 ,ma 天 0; 若 aa 
的 阶 是 一 个 有 限 整 数 % ,那么 ma 二 0， 这 就 是 说 , 对 于 于 的 一 个 不 
等 于 零 的 元 4 来 涪 ，(1) 能 不 能 成 立 ， 完 全 由 s 邦 米 千里 的 阶 是 
无 限 还 是 有 限 来 决定 : a 的 阶 无 跟 ，(1) 成 立 ; a 的 也 有 限 ; 《时 不 
加 


™. 


无 限 , 另 一 个 不 等 下 要 丽 元 的 阶 却 是 有 限 的 ， 
一 向 可 概 定 而 二 人 6)，G,s = (ec) 是 两 个 循环 群 , 上 的 阶 无 限 ，* 
的 傅 是 吕 , 6 问 G2 都 是 交换 群 ， 它 们 的 代数 运算 可 以 用 十 米 表 
示 . 用 却 群 的 符号 , 我 们 有 
一 《所 有 总 ( 鸽 尾 整 数 )}， 
和 一 0， 当 而 且 只 妆 训 =0 的 时 个 
(fo 一 4 所 有 ket 是 整数 )}， 
”kc 一 0， 当 而 且 只 当 %| 的 时 候 

我 们 作 集 侣 吾 = {所 有 符号 ChB, ke)}，(R6EGL, kceEG4s)， 并 赫 

刁 域 定 一 个 可 法 : 
Cbs Re) + Chabd, koe) = CRD + hab, bic + hoc) 
等 式 右 边 括 号 里 的 第 一 个 邵 号 秦 孙 的 加 法 ,第 二 个 表示 的 是 如。 
的 却 法 ， 琅 对 于 这 个 加 法 玉 说 ， 显 然 作成 一 个 加 群 。 我 们 再 替 瑟 
规定 一 个 滋 法 : 条 
(hib, ied hb ke) = (0,0) 

那么 忆 显 然 作成 一 个 环 ， > 

这 个 环 的 元 (8，0) 对 于 加 法 来 说 的 阶 是 无 限 大 ;但 元 (0, 6) 的 
阶 是 %. 

这 样 , 在 一 个 一 般 的 环 旺 ，(1) 这 个 计算 规则 可 能 对 于 某 一 个 
元 来 说 成 立 , 对 于 男 一 个 元 来 说 又 不 成 立 . 

在 一 个 没有 零 因子 的 环 里 情形 就 不 同 了 . 

”证 潜 1 在 一 个 没有 零 因 子 的 歼 请 里 所 有 不 竺 于 零 的 元 对 于 

加 法 来 说 的 阶 都 是 - 样 的 . 

诞 明 如果 天 的 每 一 个 不 等 于 零 的 元 的 阶 都 是 无 限 大 ， 那 么 
定理 是 对 抱 . 组 定 辫 的 某 一 个 元 6 二 0 的 阶 是 有 限 整 数 f# 人 tM 记 是 


s 全 


下 的 另 一 全 不 等 于 志 的 元 那么 ,由 下 ,1 (13)， 
(RT -=-anp)=0 
因此 , 由 于 a 半 0, 有 B 无 零 因 闻 , 可 得 由 =0， 这 就 是 说 ， 


6 的 阶 <e 的 阶 
同样 可 得 ， a 的 阶 志 5 的 阶 
这 样 ， a 的 阶 = 的 阶 证 完 


定 久 ”一 个 无 零 因 地 是 再 的 非 零 元 的 相同 的 (对 加 祛 来 说 的 )} 
险 本 做 环 召 的 特征 . 

这 样 ， 一 个 没有 零 因 子 的 环 吾 的 特征 如 果 是 无 限 天 ， 那 么 在 
BR 里 计算 规划 (1) 永 远 是 对 的 ; 五 的 特征 如 果 是 有 限 整 数 ， 这 个 计 
算 贰 则 就 永远 不 对 ， 特征 是 一 个 很 重要 的 概念 ， 因 为 它 对 坏 和 威 
的 构造 都 有 决定 性 的 作用 。 弄 在 我 们 进一步 证 明 

定理 2 如果 妖 苓 因 习 针 及 的 特征 是 有 限 整 数 w， 那么 an 是 
一 个 素数 . 

证 明 假如 一 不 是 素数 : n= 二 mo 名 Ni 全 上 ma， 那 么 对 于 五 
的 一 个 不 等 十 零 的 元 5 玉 说 ， 

如 身 和 于 0, Ra 寺 0; 和 但 (R93) CW) = (nna a? =0. 

这 与 请 没有 零 因子 的 假定 名 突 ， 证 完 . 

推论 。 整 环 ， 除 环 以 及 域 的 特征 或 是 无 限 大 ， 或 是 一 个 素数 


DD 
在 一 个 特征 是 ?3 的 交换 怀 里 , 有 一 条 很 有 有 粮 的 计算 潜 , 就 是 
(aib)? =a+b? 


arp) =art(D )er ot +t(,? 9 


而 ( 着 p 的 一 个 倍数 的 原故 ， 


和 


» 6 + 


。 | - 
ke i i 1 


习 题 
-1 假定 下 是 一 个 有 四 个 元 的 域 ， 证 明 : 
《z) 五 的 特征 基 多 
) 下 的 夭 0 或 1 的 商 个 无 都 适合 方程 ?= 十 ]， 
从 役 定 [a] 是 杰 % 的 -个 剩余 类 ， 证 明 , 若 e 同 # 互 素 , 那么 所 有 [eq- 的 
; i i ， n 
数 吉 问 » 所 素 ( 这 时 到 们 说 ro] 网 "五 球 )。 它 e kn EC 人 
-证明 ， 扬 有 则 3 五 素 的 权 % 的 剩余 类 对 于 剩余 类 的 莱 鞭 来 说 作成 一 
个 车 (| 互 素 的 剩 尔 类 的 个 数 普通 用 符号 $C) 来 表示 , 并且 把 它 叫 做 泥 拉 下 
汪 疼 数 )， 人 
4.* 证 明 , 若是 (ea = 1, 那么 oo=1(m[ 费 马 定 理 ]， -yh 


$5， 于 环 , 环 的 同 态 


以 上 我 们 给 了 几 种 环 的 定义 ， 并 且 讨 论 了 一 下 在 环 里 的 计算 
法 ， 现 在 要 谈 一 谈 析 的 于 之 以 TH 态 脆 对 7 研究 环 当然 也 离 不 开 
这 两 个 基本 概念 . 

定义 ”一个 环 召 的 一 个 子 集 呈 叫做 忆 的 一 个 子 环 ， 概 如 人 本 
身 对 于 召 的 代数 运算 来 阅 作成 一 个 环 . 

一 个 除 环 五 的 一 个 下 集 咏 叫做 的 一 个 子 除 环 ， 假 如 本身 
对 于 五 的 代数 运算 来 说 作成 一 个 除 环 . 

同样 ,我 们 可 以 规定 子 整 环 , 子 域 的 报 念 . 

一 个 环 的 一 个 子 集 仿 作 谨 一 不 子 环 的 条 件 显 然 是 : 

da bEN—>a beEN, rbeS 


一 个 队 环 的 一 个 子 集 羽 和 作成 一 个 子 除 坏 的 条 件 踢 然 是 ; 
(DD 三 租 含 一 个 不 符 十 零 的 元 ; 
《ii) 0, DE9 一 >6 一 5CS 

th 站 生态 寺 0 一 > 一 1ES 


ep eh A Ee pri heh rr EDHH mp | ee ri 2- 让 村 iir 症 用 机 蕊 - “ 


例 1 玉 本 身 是 环 民航 子 环 ， 由 0 一 个 元 所 作成 的 集合 也 是 
召 的 子 环 . 

例 2 一 个 环 下 的 可 以 同 每 一 个 元 交换 的 元 作成 一 个 子 坏 
(这 件 事 实 的 证 明 我 们 留 给 谈 者 当 作 一 个 习题 )， 这 个 子 环 着 做 是 
的 中心 ， 

基于 子 环 我 们 四 时 愉 阅 这 一 点 。， 

现在 我 们 看 --- 个 环 召 问 另 外 一 个 不 空 集 合 天 ”部 有 两 个 代数 
运算 , 一 个 吗 做 加 法 ,一 个 果 做 滋 法 ， 击 1, 8, 定理 1，2， 上 及 工 14， 
定理 1, 我 们 立刻 可 以 短 到 

定理 1 若是 存在 一 个 吾 到 束 的 满 射 , 使 得 吾 与 吾 对 平一 对 
加 法 以 及 一 对 乘法 来 说 都 问 态 , 那么 下 也 是 一 个 环 . 

以 下 我 们 昔 是 阅 两 个 环 严 与 豆 同 态 ( 同 构 )， 我 们 的 意思 永远 
是 存在 一 个 吾 到 部 的 满 射 5 -一 映射 ), 使 得 妨 与 下 对 于 两 个 环 的 
一 对 加 法 以 及 -- 对 乘法 米 说 孝 回 态 (后 构 ). 

同 群 的 情形 燃 似 , 我 们 有 

定理 2 假定 郧 和 下 旦 两 个 外 ， 并 旦 六 与 交 同 态 ， 那 么 ， 吾 
的 零 元 的 象 是 吾 的 堆 元 , 召 的 元 e 的 负 元 的 象 是 a 的 象 的 负 元 .并 
且 , 假如 瑟 是 交换 环 , 那么 五 也 是 交换 环 ; 假如 加 有 单位 元 1, 那么 
下 也 有 单位 元 开 而 旦 工 是 1 的 象 . 

我 们 要 注意 ， 一 个 环 有 省 零 因 了 这 一 企 糙 质 经 过 可 一 个 同 
态 满 射 是 不 一 定 吕 以 保持 的 ， 我 们 看 两 个 例 . 

例 3 设 EE 是 上 豆 数 环 ; 琴 是 借 n 的 莘 作 类 环 , 那么 
护 : a4—>[a] 
显然 怀 妮 到 豆 的 一 个 同 态 满 射 。 我 们 知道 ,是 没有 零 因 子 的 ,但 
当 m 不 是 素数 时 , 豆 有 零 因 了 地. 

这 个 例 告诉 我 们 ,如 没有 零 因子 时 , 与 五 同 术 的 是 宇 忆 有 . 

例 4 五 =( 所 有 整数 对 (a,5)}， 对 于 代 艰 运算 


_ 
号 业 汪 于 


He 四 .9 
FT 褒 、 
EE 让 pe 


下 的 区) 
(gi bi) + Ca B02) = (oa Ta, b+ bo) 
《Biy bi) Ces D9) — Cat, Pids) 
来 说 , 下 显然 作成 一 全 还 。 现 在 我 们 用 瑟 来 表示 整数 环 ,那么 
»: { 全， 五 -一 一 一 > 全 
显然 是 一 个 请 到 五 的 问 态 淇 射 ， 瑟 的 零 元 是 (0,0), 而 
Ca, 0) C0, 6) =(0, 0) 
所 以 证 有 零 因 子 . 但 于 沪 有 有 零 醋 时， 
这 个 例 告诉 我 们 , 请 有 零 因 于 此 
但 五 号 其 间 车 是 有 一 个 同 构 幢 笑 


: 与 吾 国 态 的 如 可 以 没有 . 
竺 存在 ， 这 两 个 环 的 代数 性 质 


当然 没有 什么 区 别 ， 所 以 有 na 
定理 3 BE 同人 并且 和 
环 , 萝 也 是 束 环 ; 如 是 除 环 , 郊 岂 是 除 环 ; R 是 域 ,这 也 是 域 


在 以 下 的 讨论 里 , 我 们 有 时 需要 作 一 个 环 ， 使 得 它 包 含 一 个 给 
定购 环 ， 磁 到 这 种 情形 的 时 候 ， 我 们 常 要 用 到 底下 的 关于 同 构 环 
的 定理 4。 我 们 先 证 表 

引 理 ”人 恨 定 在 集 人 台 了 4 与 本 之 间 存 在 一 个 一 一 映射 内 并 且 冯 
有 吉 法 和 科 法 ， 那 么 我 们 可 以 赫 4 规定 加 法 和 科 法 ， 使 得 4 与 4 
对 于 一 对 加 法 以 及 一 :对 莱 法 来 说 邦 同 构 ， 

证 明 ” 巍 定 在 给 定 的 -映射 之 下 ，4 的 元 % 同 A 的 元 区 对 
应 ， 我 们 规定 : 

ibec, #8 atb-:e 
二 9， 蕉 ub = 三 
这 样 规定 的 法 则 起 4 的 加 烘 和 和 乘法; 关 为 给 和 上 5 我们 可 以 找 
到 唯一 移 a 和 5B, 因而 找到 唯一 的 c 和 & 唯 -的 5 和 弥 

这 梯 春 定 以 后 ，$ 娅 然 对 于 一 对 加 法 和 一 对 乘法 来 说 都 是 间 
构 喘 射 。 证 完 ， 

“ 守 列 4. 候 定 是 环 互 的 一 个 子 环 ,9 .在 召 里 的 补足 集合 (这 

。99 。 


一 


EE ep Thi Tr i TT EE i PT 


就 是 所 有 不 属于 总 的 吾 的 元 作成 的 集合 ) 与 另 一 个 环 玉 没有 共同 

元 , 并且 那么 存在 一 个 与 有 同 构 的 环 屁 而 且 感 是 再 的 子 

-于 f 
证 明 ”我 们 假定 


S= 《直人 

SS 一 《在 在 
并 且 在 态 与 态 闻 的 同 构 喘 射 # 之 下 ， 
Fi 下， 


的 不 属于 尺 的 苑 我 们 用 a, 5,… 米 表示 。 这样， 
B={a.,b,, | 全 而 

现在 我 们 把 所 有 的 5,,5,,… 辣 所 有 的 ,8,… 帮 在 一 起 ， 作 成 一 个 

集合 总 


并 且 规 定 一 个 法 则 
:| TT 一 人 
y 显然 是 一 个 瑟 到 而 的 议 射 ， 我 们 看 召 的 任意 渍 个 不 相同 的 元 . 
这 两 个 元 若是 同时 属于 3, 或 是 同时 属 干 5 的 补足 集会 , 那么 它们 
在 节 之 下 的 象 显然 不 相同 ， 若 是 这 两 个 元 一 个 属于 8S， 一 个 属于 
& 的 补足 集合 , 那么 它们 在 昌之 下 的 象 -个 属于 态 , 一 个 属于 8 的 
补足 集 人 台 ; 由 于 芒 与 5S 的 补足 集合 没有 共同 元 ， 这 两 个 象 也 不 相 
同 ， 这 样 , 区 感召 与 吾 间 的 一 一 映射 ， 因 此 , 由 引 理 ， 我 们 可 以 赵 
吾 规 定 如 续 和 乘法 使 得 
RFE 

由 五 的 作法 , ER 二 S.S 原来 有 加 法 和 乘法 , 并 且 作 成 一 个 环 . 
但 这 还 不 是 说 , S 是 天 的 子 环 ， 因 沽 台大 训 的 子 环 的 党 轴 是 ,5 对 
于 五 的 代数 运算 来 说 作成 一 个 环 ， 我 们 把 五 的 加 法 蜀 时 由于 来 表 
示 , 忆 入 的 加 法 仍 用 十 来 表示 ， 假定 雹 , 9. 是 于 的 机 淮 竹 癖 元 ， 


TT 
得 于 站 看 各 


上 ™, 


计生 
Ts Y= 2 
么 由 干 的 定义 ,以 及 由 -六 瑟 同 衔 ” 
宇 十 六 二 3 元 ,十 下。 一 无。 
这 就 是 说 , 假如 只 看 对 于 总 的 影响 ， 有 的 加 法 与 太原 来 的 加 法 没有 
什么 分 别 ， 同样 可 以 看 : 于 站 原 的 林 法 对 了 的 彤 


咏 也 是 -- 样 的 ， 这 样 术 的 确 是 五 的 子 环 ， 
题 
1 证明 ,一 个 蒜 的 和 中心 是 一 全 交换 地 环 ， 


2， 证明. 一 个 除 环 的 中 心 是 一 个 域 .| 


3. 证明、 有理数 域 是 所 有 复数 4 十 51 (4,58 是 有 理 数 } 作 成 的 域 可 (站 的 
fi 


陛 一 的 真子 往 ， 信 5 ?CD 二》 了 +50 > 
pr 一 一 人 
5 表示 模 3 的 剩余 类 所 作成 的 集合 . 防备 师 群 J 的 记 有 自 同 构 映 
射 , 再 找 则 域 ys 的 所 有 自 同 悔 映 射 . 

6， 令 忆 是 四 元 数 除 环 ，R 的 邓 集 全 = 和 一 团 (4.0)7, 这 里 # 是 实数 ， 显 
热 与 实数 域 中 同 构 ， 令 站 是 把 玉 中 访 换 成 5 后 所 得 集合 阁下 规定 代数 
这 算 , 使 RR 守 RR， 分 着用 记 部 万 表 东 忆 移 元 (i.0), 《0,1)，{0, 7) 拷 么 五 的 
天 可 以 气 成 


于 十 王 十 co 十 o 《ee 如 是 实数 ) 
的 形式 (参看 可 3, 习题 5 验证， 
1 
计 二 一 说 二 上 ， 闪 二 一 说 二 ?了 ， 计 二 一 读 =j 


$6. 多项式 坏 


我 们 书 缀 有 了 一 般 环 的 定义 ， 现 在 要 认识 一 种 特殊 的 环 ， 这 
种 环 在 数学 里 点 一 个 重要 的 地 位 ， 
究 定 区 9 是 一 个 有 单位 元 的 交 换 环 ,五 是 的 子 环 ,并且 包含 


* NT * 


-7 2 "i 1 EF MT rr -aa re 


Bo 的 单位 元 ， 我 们 在 Bo 旦 取出 一 个 元 来 ,那么 
do Fat ta = ot a (aER) 
有 章 义 , 是 如 的- :个 元 加 
定义 ”一 个 可 以 写 戌 
do 二 0 的 整数 ) 
形式 的 有 B, 的 元 只 做 吾 飞 的 & 的 一 个 万 项 式 ，ew 叫做 多 项 式 的 系 
数 . ， 
现在 我 们 把 所 有 号 上 的 a 的 多 项 式 放 寿 一 起 ,作成 一 个 集合 ， 
这 个 集合 我 们 用 BLa] 来 才 示 - 我 们 要 注意 ， 对 于 二 %， 
Wo 十 a at 二 Gece-Oantl 寺 十 Dan 
所 以 当 我 们 只 看 姑 e 的 有 限 个 和 多项式 的 时 候 , 可 以 假定 这 些 多 项 
式 的 项 数 都 是 一 样 的 .因此 , 有 Lc] 的 两 信 元 披 加 相生 适 合 以 下 公 
式 ， i 
《ao 十 "十 (60 二 二 Dba) 二 (G0 十 0) 十 十 二 Ds) a” 
《go 十 十 和 mnG boi tb a")=e0t ont 
这 里 os =o0bs T+ abi 二 + 十 qebo= Ze ob, 
这 油 个 式 子 告诉 我 们 ,及 x] 对 于 加 法 和 乘法 来 说 都 是 轩 的 ， 
我 们 也 有 
—(got ad) 一 一 和 一 有 CE 有 Lo 


上 面 府 [a] 的 计算 法 显然 下 是 初等 代数 里 的 多 项 式 的 计算 


对 于 一 个 尾音 的 a 来 党 , 当 系数 so a1,…, 0, 自 炎 著 这 多 的 时 
候 ， 很 可 能 w 的 多 项 式 be 
加 上古 十 ear 一 人 


' Tt 1 
和 


- -~ ----- 。 _ Fr - -ma 本 a ~ a i. 人 


比方 说 , 当 ee 下 的 时 息 , 取 ea:at :一 1， 那 么 多 项 式 
Hota-0 
定义 下 的 :个 元 工 遇 向 殷 一 个 怀 定 寞 假如 在 下 里 找 
不 到 不 都 等 于 零 的 元 凶 j 5 “来 ,使 得 
Wn Fe m+ | "= 0 
一 2 生 室 五 的 多 项 式 . 
根据 七 述 定 义 ， 刀 上 的 -人 标定 这 z 的 多 项 式 ,( 简 称 一 元 多 
项 式 ) 内 能 用 一 种 方法 写成 
机 2 二 "ar (oq,ch) 
的 形式 (不 计 系 数 是 零 的 项 )、 对 于 这 种 多 项 式 可 以 如 通常 一 样 ， 
引入 次 数 的 概念 、 
定义 今 


站 Tr" dD 
是 环 尽 上 一 个 一 元 多 项 式 ， 那 么 非 负 整数 % 攻 做 这 个 多 项 式 的 次 
数 、 凶 项 式 0 没有 次 数 ， 


对 于 给 定 的 
例 19T 04 他 是 瑞雪 ) 的 站 环 
这 时 对 Ro 的 每 个 元 xx- -QTbi 来 说 ， 疯 , 都 有 四 


GT -2 e+ a = 0 


《Go ls G21 0 这 里 多 ,全 站， 但 只 有 有 和 阴 个 0; 下 必 


= 了 信芳 


" rr Hl per hi 4 Te 1 dr nl = 下 ™ 


只 在 ob 人 一 DT 2 了 时 ， 
Cao Gir as ) = (Do, dis Bz, ~ ) 
我 们 规定 一 个 加 法 : 
Cao G1 I Cho bs) oot bo, qt br, *") 
显然 这 是 一 个 五 的 代数 运算， 而 瑟瑟 对 于 这 个 邵 法 来 说 作成 一 个 
加 群 ， 这 个 加 群 的 零 元 必 (0, 0 0, …)。 
我 们 再 规定 一 种 乘法 : 
Coos Fs as Bos brs bares ) = {eos C1s C2 ***) 


这 里 人 一 > aib, (=0,1,2,.) 
fj 
显然 这 也 是 一 个 成 的 代数 运算 ， 并 有 旦 这 个 乘法 适合 交换 律 . 
这 个 乘 活 也 适合 结合 律 : 出 
《by Bis 2 六) 二 人 0 和 
[CGO es bo Bs on) eos B19 1) = (60 E19"**) 
那么 , 照 乘 法 的 定义 ， 


和 = i 


En 一 > dt 


mh 二 


> 


-上 二 1m =m 
a ™ 


一 > Rib ,CL 


让 让 
把 (ap, Gy [CB 下 (00s 60103) 计算 一 下 ， 可 以 得 到 同样 的 
结果 ， 
这 两 个 代数 运算 也 适合 分 配 律 : 叫 
(Aros tt 0 EF CBos Bis oo) Eos C1 7) | = do Gis da '**) 
那么 , 贝 加 法 和 乘法 的 定义 ， 
:TO4* 


入 - | nb, ~ 人 


全 > aitd ;+ ec;) 


十 上 二 天 
一 > aib ;+ > dis 
放生 il 一点 


把 (ao, a tbo Bis )} + Cay ts Bo Ci …) 算 出 米 ， 显然 会 
得 到 同样 的 络 

这 翌 瑟 作成 .个 交换 环 . 

在 呈 里 我 们 有 等 
{1) 【本 站 De 
由 这 个 式 子 我 他 可 以 得 到 

〖《] 个 【和 下 1 

这 就 是 涪 呈 有 单位 元 (1,0, 0 

2， 第 二 步 我 们 利用 上 来 得 到 -个 包含 卫 的 环 总 由 等 式 (1)， 
我 们 可 以 得 到 


(2) (of, J 0, "th, 0, 0, “一 DQ, 0, 由 
由 加 法 的 定 艾 ， 我 们 有 
{3) Co,0, 0 1 Ch, 0 0,0) = Cot b,0,0,"} 


(37 和 (3) 告 拆 我 们 ， 全 体 (e; 0,0, ?形式 的 互 的 元 作成 - -个 了 壬 环 
总 半 且 
一 Ces Os Os rr oo—— 3 
是 天 与 且 间 钓 一 个 同 构 峡 射 ， 轩 为 玉 同 根本 没有 共同 元 , 申 置 ， 
5, 定理 4, 我 们 可 以 用 妊 来 代 禁 部 而 得 到 一 个 包含 吾 的 环 P; PP 
也 是 有 单位 元 的 交换 环 ， 并 总 已 的 单位 元 就 是 斑 的 

3， 最 后 我 们 证 明 RE 的 术 定 消 六 我们 叫 


我 们 灌 ， 
天 个 
meme 
《二 和 = (0, Wy 0,],0,."*) 
当 ==1 时， 这 个 式 子 旺 然 是 对 的 ， 假定 对 于 一 1, 式 子 是 对 的 ， 
王权 于 “= 


一 -1 个 
x* = 0,1,0...)€0, 0, ,0, 1, 0,…) 
=( D0; Db ") 
# 一 地 一 站 了 一 上 


但 这 里 只 有 am 和 ;等 于 ]， 其 余 ob, 都 等 于 零 ， 所 以 除了 在 
gi5; 这 个 和 蛙 布 一 项 的 p_i 一 1x1=1 和 以外， 其余 到 处 都 


站 中 es 


是 零 ， 央 此 


上 小 
RE =O Oe 0 
现在 假定 在 己 里 
如 0 十 要] 站 十 将 { 企 ,大 天) 
那么 在 已 里 
《GD 十 fa 0 二 0) 
这 样 , 由 (54) 种 (1)， 
【要 全 
因而 Qo = = 0 
这 正 是 说 ,2 是 是 上 的 末 定 元 .证 完 . 
以 上 所 涪 的 多 项 式 的 概念 很 容易 加 以 推广 ， 我 们 还 是 看 一 个 
有 单位 元 的 交换 环 Bo， 和 它 的 一 个 子 环 吾 , 吾 包含 Bo 的 单 售 元 . 
我 们 从 Bo 里 任意 取出 站 个 元 et aa 0 来, 那么 我 们 可 以 作证 
上 的 ci 的 多 项 式 环 ELa1]， 然 后 作 号 [q1] 上 的 的 之 项 式 坏 
RLaijLas]， 这 样 下 去 ,可 以 得 到 加 a 和 az1…[a,j， 这 个 瑶 色 括 
所 有 可以 写成 


{5) > i Rae ss 
319""' I 


(qi ER, 人 性 生 有 有 限 个 dim FFD) 


-一 一 - -一 - 一 -一 ru i Te 2 


形式 :的 元. 

定 尺 一 个 有 (3 的 形式 的 元 电 做 如 上 的 gas， ya 的 一 
个 多 项 式 ，ci 叫做 多 项 式 的 系数 ， 

环 遍 Gi esj[asj 册 做 如 上 的 i. 2， 0, 的 多项式 环 ， 
这 个 环 我 们 也 用 入 导 二 La to, …, ,| 米 表 示 ， 

我 们 容易 看 出 , 在 生 i ca ye 里 , 两 个 多 项 式 相 加 相 习 
拓 合 以 下 计算 尘 : 


F Sw E i 
Da aa ii ai 
ai 
= tha 
Fk 


fe | 
| 二 7 _ Fionn 避 
\ > I ns > D4 性 3 


1 J jj 


-一 - 2 上 
= Dentsad eat 
Er 


六 里 0 


性 


同上 面 类 似 ， 我 们 有 

定 尺 遍 的 吕 个 元 加; 一; ww 吓人 敌 如 上 的 无 闫 未定 元 ， 稻 
如 任何 一 个 召 上 的 crop7 的 多 项 式 都 不 会 等 于 零 , 队 非 这 个 
多 项 式 的 所 有 系数 都 党 于 零 . 

定理 2 给 了 一 个 有 单位 元 的 交换 环 瑟 同一 个 正 束 数 %*， 一 
定 有 及 上 的 无 美 未 定 元 gxa zs 存在 , 因 示 也 就 有 有 吾 上 的 多 项 
式 环 如 [zy za dz] 仔 在 ， 

证 铺 ”由 定理 1, 我 们 可 以 找到 一 个 吾 [ rizay ,wj]， 使 得 zi 
是 如 Lziyza 32 上 的 未 定 元 ， 我 们 说 ， 这 样 得 来 的 jzazy 
rr 是 吾 上 的 无 闫 未 定 元 ， 这 一 点 用 归纳 法 可 以 看 出 : wi 显然 是 下 
上 的 无 甘 未 定 元 .假定 zi ra …zu-1 是 如 上 的 无 闫 未 定 元 .我 
们 很 容易 看 出 ， 出 


J (m=), 号 ， “一 ~ 7 


Fm jm= ke 


"IDO7 " 


[67 > 人 
亲 
已 得 全， {a Ch pas’ PP 一 站 
£1 


=( DB a )*=0 


FE $1" bag—, 


这 样 , 因为 四 是 zy … ,wi 上 的 卡 定 元 , (6) 如 果 成 立 , 一 定 有 
全 ea 


因此 ,由 于 xix2; xl 是 中 上 的 无 关 未 定 元 , 可 得 所 有 
0 

这 就 是 说 ,riyzay…y zu 是 吾 上 的 无 美 未 定 元 .证 完 . 

上 述 个 无 美 未 定 元 的 多 项 式 ( 简 称 7n 元 多 项 式 ) 的 定义 与 普 
遂 % 个 无 美 变数 的 多 项 式 的 定义 并 不 相同 ， 但 这 两 种 多 项 式 有 很 
类 伏 的 性 质 . 这 两 种 多 项 起 的 计算 法 相同 ， 我 们 已 经 看 到 .， 进 一 
步 我 们 有 

定理 3 假定 并 x wa yz 和 避 Lal cas es] 都 是 有 单 
位 元 的 交换 环 五 上 的 多 项 式 环 ，zb za 加 是 吾 上 的 无 英 未 定 
元 , ciy aa …， 0 是 豆 土 的 任意 元 ， 那么 

Rw ay sy |S RL el ay 

同 态 . 

证 明 ”我 们 用 了 (rz rs) 来 表示 吾 [Fziyaay 8 的 元 


人 
用 flai, os, 0 来 夫 示 Al. 人 1 立 , -的 元 
人 


* 那么 f(r, Ts, "yy rf tar, os, 0) 


* TIO * 


是 RLzi rd 到 型 cl co ao] 的 一 个 满 射 ， 因 为 : 给 了 
一 个 BEzi W292 的 龙 # 由 于 za yd 是 无 英 未 定 元 ， 具 
有 一 种 方法 可 以 把 Y 写成 多 项 式 于 ez 2 这样 ,依照 我 们 
的 规定 ,y 共有 一 今 象 , 就 是 fa a2， 9)。， 男 一 方面 ， 显然 这 
个 喘 射 是 一 个 满 射 . 
由 于 在 吕 Lziza jj 吉 LG 0， 里 两 个 邓 项 式 的 
相 加 或 相 乘 古 适 合同 一 规律 的 ,以 上 映射 是 同 态 申 射 ， 证 完 ， 
定理 3 告诉 我 们 , 若 及 -wi za yz] 的 茶 干 个 元 
下 
之 问 有 一 个 由 吉 法 和 乘法 计算 得 来 的 关系 存在 ， 那 么 用 一 个 包含 
中 的 交换 环 Ro(R 的 半 人 和 位 元 也 是 识 的 革 位 元 ) 的 任意 * 个 元 
al ya 去 代 赤 zz 这 个 关系 仍然 成 立 ， 这 正 是 说 代 人 的 
可 能 , 但 代入 的 可 能 正 是 普通 多 琐 式 的 一 个 重要 性 质 . 


习 是 
-证 秽 ， 委 全 相关 一 个 整 环 , 屠 么 卫 上 的 一 元 多 项 或 到 Le] 也 是 一 个 


回环 . ; 
2, ER 是 模 7? 的 剩余 类 环 ， 在 R[x 1 里 把 莱 积 
(T3255:— I4] (4c z+[3]) 

ee it Rl) ~ ]) 

(i) RU, 2] = RLes. ai = 

{i) 著 zoti pz 是 忆 了 的 无 闫 来 定 元 ， 那 么 每 一 个 2 都 是 五 上 的 未 
定 元 ， 

4- 诈 明 : 

位 》 若 是 zw Ya 上 的 两 组 污 美 未 定 元 , 那么 

RL, We, We ER LY Ye, YY | 
(ii) 五 上 的 一 元 元 项 式 环 R[x] 能 与 它 的 一 个 真子 环 同 构 . 


1 ， 
， mm -mn et PPR rs rp pr ep pt 


$7，、 理 想 


更 在 我 们 加 到 一 般 环 的 讨论 ， 

我 们 已 经 知道 什么 是 伐 - -全 子 环 ， 在 这 一 节 里 我 们 要 讨论 到 
一 种 特别 者 要 的 子 坏 ， 就 是 理想 子 坏 .这 种 子 坏 在 环 论 里 的 地 位 
同 林 变 子 群 在 群 论 里 的 好 位 类 似 . 

定 党 ” 环 吾 的 一 个 非 空 子 集 外 叫 八 一 个 理想 子 环 ,简称 理想 ， 
假如 

Ki mr 5E8H 一 ->a--5c 人 设 

{11) NEN, rER— Sra, ar EN 

岂 于 0), 一 个 理想 并 是 一 个 加 群 , 卉 于 (六 )， 对 对 于 莱 革 来 说 
是 亲 的 ， 所 以 一 个 理 赵 一定 是 -个 子 怀 .但 人 ii 不仅 要 求 于 的 两 
个 元 的 乘积 必须 在 由 里 ,而 县 进 一 步 要 求 , 下 的 ~ 个 任 春 元 同 豆 的 
一 他 任意 元 的 乘积 都 必须 在 时 里 ， 扬 以 一 个 理想 所 迁 合 的 条 件 比 
一 般 子 环 的 要 强 一 点 . 

我 们 首先 要 间 , 一 个 环 是 不 是 一 定 有 理想 ? 回答 是 肯定 的 . 因 
为 一 个 环 忆 至 少 有 以 下 两 个 理想 ; ~ 

1， 内 包含 零 元 的 集合 ， 这 个 理想 叫做 请 的 车 理想 ; 

2， 下 自己 ,这 个 理想 叫做 号 的 单位 理想 . | 

有 的 环 除 了 这 两 个 理想 | 以 外, 没有 其它 理 起, 比方 诬 除 环 . 

定理 1 一 个 除 环 R 只 有 两 个 理想 , 就 是 零 理想 和 单位 理想 ， 

证 明 ”假定 所 用 吾 的 -个 理想 而 抽 布 是 堆 理 起、 那么 汪 3e 
二 0, 由 理想 的 定 允 ,9 9 二 1 因而 玉 的 酝 意 元 5B=B':1E 针 ， 这 就 

因此 ， 理 想 这 个 概念 对 于 除 环 或 域 没有 多 太 用 处 ， 

一 般 来 说 ,一 个 环 除了 以 上 两 个 理想 以 外 是 会 有 其 它 壬 破 的 . 


”TITO。， » 


. 1 Pe 二 溃 网 
和 


我 们 举 两 个 便 . 

例 1 看 整数 环 如 ， 那 么 一 个 固定 整数 * 寺 0 的 所 有 倍数 rw 
(E 有 作成 一 全 理想 

例 2 看 一 个 环 五 上 上 的 .元 多 项 式 环 ELz1 ,那么 所 有 多 项 式 

二 a 二 (n=1) 

作成 ELz] 的 一 个 理 相 . 

以 上 两 个 理想 显然 本 不 是 零 理 想 也 不 是 单位 理 毛 . 

给 了 一 个 坏 天， 我 们 可 以 用 以 下 方 放 来 作 一 些 吾 的 理想 ， 我 
们 在 如 里 任 疮 取出 一 个 元 ae 来 ,利用 a 我 们 作 一 个 集合 所 外 包含 
所 有 可 以 写成 
四 (zi gry sy 1ER, n 是 叉 数 ) 
形式 的 元 ， 我 们 说 ,站 是 下 的 一 个 理想 ， 办 为 :两 个 这 种 形式 的 元 
相 汪 显 然 还 大 一 个 这 种 形式 的 元 用 导 的 一 个 元 从 左边 去 习 
的 一 个 无 了 电 得 到 -一 个 这 种 形式 的 元 , 就 中 

op Jay he + ranlaya i rat | (Cri nr)a 

用 > 了 从 右边 去 乘 半 的 元 , 情形: 一样. 

让 显然 是 包含 4 的 最 小 的 理想 . 

定义 上 面 这 幸 的 所 促 敌 由 元 和 生成 的 主 理想 ,这 个 理想 
我 内 用 符 县 (来 龙 示 . 

以 下 用 到 最 凶 的 理想 就 是 主 理想 ， 

一 个 主 理想 (Cm) 的 元 的 形式 并 不 是 永远 像 上 面 邦 样 复 淋 ， 
,0) 的 元 显然 都 可 以 写成 
70 十 02 (T7681 是 米 数 ) 


的 形式 ， 
当 马 有 单位 元 的 时 校 , (a) 的 元 都 可 以 写成 
>_Fiay; 《Xiy Yi) 
的 形式 , 圈 为 这 时 ， 


sm Jilii™ 


一 上 War rk = sp pe do PT? He rT TT PE Ep. 


SO—301, 在 一 
当 刀 衣 是 交换 球 又 有 单位 元 的 时 候 ，(a) 的 元 的 形式 特别 简 
单 , 这 时 它们 都 可 以 写成 
ro (rER) 
的 样子 ， 这 样 , 例 1 里 的 理想 就 是 由 生成 的 主 理想 (n). 
主 理想 的 概念 容易 如 以 推广 . 
我 们 在 环 豆 里 任 疮 取出 各 个 元 et 9z ;Gn 来， 利用 这 可 个 
元 , 我 们 作 一 个 集合 济 , 使 让 包含 所 有 可 以 写成 
31 1 Sa 证 Sm 《SrEtGi)) 
形式 的 县 的 元 ， 我 们 说 所 是 号 的 一 个 理想 ， 这 一 虐 很 容易 征明 ， 
我 们 看 及 的 任意 两 个 元 & 和 a'， 
=81 十 go 二 十 sw (8, ECaqi)) 
本 一 8 十 3 十 十 订 (8 E00)) 
那么 ,由 十 3 一 8 Etai)， 
让 一 和 =(8 68) (8 80)+ 二 (8n— gm )€ 对 
并 豆 对 于 恕 的 一 个 任意 元 "来 说 , 田 于 78;, 8317 E99 
ra—re-Frast + re, EA 
| 二 8 十 882? 十 :十 8。7 二 名 
六 显然 是 包含 ,a2,… ,a 的 最 小 理想 . 
定义 守则 数 由 61, Gay， Gn 生成 的 理想 . 这 不独 想 教 人 用 
符号 (qi az …,an) 来 表示 
我 们 举 一 个 例 ， 
例 3 假定 R[z] 是 整数 环 忆 上 的 一 元 多 项 式 环 ， 我 们 看 R[x] 
的 理想 (2:z)。 因 为 本 雪 是 有 单位 元 的 交换 环 ， (2,Z} 出 所 用 的 元 
2pi(z) ep(z) (pz), pelr) EMT 
作成 ; 换 一 句 话 说 , (2, #5 刚好 包含 所 有 多 项 式 
C1) 200 十 入 从 十 :十 站 化 " (oeR, R203. .i 
到 上 了 之 


re sa  - 1 


我 们 证 明 , {2,x#) 不 是 一 个 主 理想 . 
假定 (42,2) 一 (pCx)), 那么 2 ECp(2)), zttp(z)0,; 因 而 
2=q{tr) pr), w=h(z p(s) 
但 2=4(0 pp = 
rahtr) 一 -6 一 十 1 
这 样 , 土 1 一 p(x)E&(2,z). 得 士 1 都 不 是 (1) 的 形式 ,这 是 一 个 逢 盾 ， 


3 题 
+， 假定 其 是 展 散 环 ， 证 明 ， 所 有 整 散 4rfrEB) 是 至 的 一 个 理 覃 和， 等 
式 半 二 C4) 对 不 对 ? Tr 


2. 假定 玉 是 整数 环 ， 证 明 (3, 7?) 二 (1)， 写 人 夺 ”35T] 二 二 
3. -但 定岗 3 的 五 是 有 理 数 城 ， 证 归 , 这 时 (2， 是 一 个 主 吉 如 
4 三明 两 个 理想 的 交 水 还 是 -一 个 理想 . 


5. 拉 册 楼 6 的 剩余 类 让 的 所 有 理想 .Toy [有 了 了 了) Ui,% 5 
* 一 个 环 刀 的 一 个 子 曲 吕 则 微 忆 的 一 个 去 理想 , 报 如 TC :1 

人 ,bESe—pa — DES 

[ii HES, ?ER ratS 


你 能 不 能 在 有 理 数 感 了 上 的 2x2 矩阵 环 里 找到 一 个 不 是 理想 的 左 理想 ? 


$ 8. 剩余 类 环 ,同志 与 理想 


我 们 已 经 说 过 ， 理 想 在 环 论 里 所 占 地 位 同 不 变 子 群 在 群 论 里 
所 占 地 位 类 似 ， 在 这 一 节 时 我 们 要 说 明 这 一 点 . 

给 了 一 个 环 忆 和 玉 的 一 个 理想 %， 车 我 们 只 就 加 法 来 看 ， 五 作 
成 一 个 群 ,所 信 践 咏 的 一 个 不 变 子 群 。 这 样 气 的 陪 集 

[e], [6], Ee],» 

作成 下 的 一 个 分 类 ， 我 们 现在 把 这 些 类 叫做 横 所 的 剩余 类 . 这 个 
分 类 相当 于 丸 的 元 杷 的 一 个 等 价 关 系 ， 这 个 等 价 区 系 我 们 现在 用 
符号 


所 + 113. 


a 三 b(N) 
来 表示 ( 念 成 & 园 余 王 模 中 )， 因 为 上 述 的 群 是 加 群 , 一 个 类 [a] 包 
含 所 有 可 以 写成 
Qtuf (weW) ， 
的 形式 的 元 , 而 两 个 元 同 你 催 条 停 是 六 
a 二 5( 凶 )， 六 而 且 只 当 & .5cs[ 的 时 候 
我 四 把 所 有 剩余 类 所 作成 的 集合 叫做 元 ， 并 且 规 定 以 下 的 两 
个 法 则 
[Le LB |- [Let 6d] 
[altbl: Lab] 
由于 各 是 王 个 更 扯 ， 利用 上 述 同 余 条 件 容 易 证 明 , 这 两 个 法 则 
是 天 的 代数 运算 . 
以 下 两 个 定理 与 群 论 时 的 两 个 相当 定理 完全 平行 ， 
定理 1 假定 玉 是 一 个 环 ,3[ 是 它 的 一 个 理想 , 度 是 所 有 横 7 
的 剩余 类 作成 的 集合 .那么 天 相 身 也 是 一 个 环 , 并 且 召 与 总 同 塌 . 
证 明 ”映射 


{>| 
显然 是 天 到 号 的 一 个 同 态 映射 ， 所 以 天 与 召 同 态 , 而 如 是 一 个 环 。 
证 完 ， 
定义 五 癌 做 环 珍 的 伐 的 剩余 类 级 这 个 环 我 们 用 符号 
来 表示 。 


定理 2 ”假定 召 全 元 是 两 个 环 , 并 且 吾 与 豆 同 春 。 那 么 这 个 后 
态 映射 的 楼 由 是 五 的 一 个 理 穆 ， 并 且 


R/UH=R 
证 明 ”我们 党 证 明星 是 五 的 盖 个 理想 ， 扫 定 ， 
eA,， bE 
" Ti4" | ‘ 


' 


= 到 ‘i- rrr 


- ~ - [3 = - 
了 11 > 二 ~ ， 1 " | 
pe dp Eis i 如 和 上 


和 


那么 电站 的 定义 , 在 给 的 同志 映射 5 之 下。 的 和 7) = 器 
a—30，b 一 30 《0 是 豆 的 零 元 ) 

这 样 ， a—b— 30—0=—0, a—béN . 

假定 7 是 天 的 任意 元 ， 而 是 在 上 之 下 7? 一 一 7， 那么 


ra— 32700, gr— >0r=0 


face _ea7 纪 -一 一 
现在 我 人 证 明 妊 / 计 宇 B。 忽 们 规定 -个 法 则 
急 : -al—= 0(8) 


我 们 说 ， 这 是 一 个 玉 / 寻 与 总 闻 的 同 构 映射 。 因 为; 
[al=[81——— 0 bE Oa ba -0—S0=b 
六 是 一 个 避 / 扫 到 五 的 映射 .但 当 显 然 是 一 个 满 射 ,并且 
[qjQA[5 = a bE Gb- 5 一 bi0—>aGb 
划 是 一 个 BIL 与 琶 闻 的 一 -映射 ， 由 十 
Fo 四 十 [8 一 [Fe 十 后 一 一 > 和 二 五 一 下 十 用 
[rajl61={ab]——>20 =ab 
轨 是 同 构 映射 。 证 完 ， 
以 上 两 个 定理 充分 地 说 明 肛 理 契 二 的 平行 地 位 . 
现在 让 我 们 加 过 去 看 一 看 整数 的 剩余 类 环 . 整数 的 剩余 类 环 
是 利用 一 个 斩 数 站 同 整 数 环 码 的 元 独 抽 县 价 关系 
本 二 下 tn) 
来 候 成 和 := 和 等 外 关 系 与 利用 忆 的 主 理想 (m) 来 规定 的 等 价 
关系 


加 | 


hn ~ A 

(i gp (nm)) : 

一 样 ， 因 为 第 一 个 等 价 关 和 又 是 利用 条 件 
ni 下 

第 二 个 等 价 关 系 是 利用 条 件 

q— bE(n) 


/ + 11S. 
起 


= TP Tie np “pp 四 r 
PT -re tr 证 得 让 rearcrenl scraasaa ， je 


来 规定 的 , 而 这 两 个 条 件 没有 什么 区 别 ( 姑 看 ,9).。 这 样 , 模 m” 的 
整数 的 剩余 类 环 正 是 R/Cn). 

实际 上 , 一 般 的 剩余 类 环 正 是 整数 的 剩余 类 环 的 推广 ,所 以 连 
名 称 以 及 以 上 两 种 等 价 关系 的 符号 都 相同. 

最 后 我 们 说 明 一 点 ， 我 们 知道 ， 子 群 同 不 变 子 群 经 过 一 个 同 
态 映 射 是 不 变 的 (参看 I 11)， 子 环 同 理想 也 是 这 样 . 

定理 3 在 环 愉 到 环 衣 的 -个 同 赤 上 映射 之 下 ， 

《ii ) 下 的 :个 二 环 避 的 象 且 是 元 的 一 个 子 环 ; 

(让 ) 号 的 一 个 理想 旭 的 依 弛 是 五 的 -个 理想 ; 

《iii》 至 的 一 个 子 斌 总 的 道 象 忍 是 吾 的 一 个 子 环 ; 

(iv) 五 的 一 个 理想 机 的 逆 象 六 是 五 的 一 个 理想 . 

这 个 定理 的 证 明 同 群 论 里 的 相当 定理 的 证 明 完 全 类 似 ， 我 们 
把 它 省 去 ， 


习 题 
1* 假定 我 们 有 一 个 环 民 的 一个 分 类 , 而 5 星 由 所 有 的 类 [Fa]，[E8], Fe]， 
… 所 作 不 的 集合 ， 义 假定 
[#]+[y]=iz+ty], [Le]jtyl= Lx] 
规定 两 个 3 的 代数 运算 . [0] 县 R 的 一 个 理想 ， 并 且 维 定 的 类 刚好 是 模 
[0] 的 五 的 剩余 类 .2 
2. $8 是 环 五 汉 环 五 的 一 个 间 态 满 射 ， 证 明 , 必 是 瑟 与 下 网 的 同 构 


当 而 且 只 当世 的 核 悬 了 的 零 理想 的 时 作 、 和 /7 记 荐 下 
号 
少 


假定 五 是 由 所 乍 复数 a 二 6i(a, 5 是 整数 ) 作 起 的 环 ， 环 刀 /(I 十 让 有 
! Db Bf ur) 


$9. 最 大 理想 


以 上 是 甘于 环 的 一 般 讨 论 . 以 下 我 们 要 认 执 两 种 构 一 个 实 换 


环 来 得 到 一 个 域 的 重要 方法 ， 第 一 种 就 是 利用 最 大 理想 的 汶 鞠 ， 
116* ; 
\ 


b 四 和 ~ 
人 0 [9 de - 
二 本 部 a 和 
ae -or am we tn J 


定义 一 个 环 玉 的 -个 不 牧 十 性 的 理想 下 叫 作 一 个 最 大 理 
想 ， 假 如 ， 除 了 五 同名 自己 以 外 ,没有 包含 六 的 理想 . 

例 1 我 们 看 整数 环 尺 ， 我 们 说 ， 由 一 企 素数 壬 所 生成 的 主 
理想 (p) 是 “个 最 大 理想 .因为 : 假定 六 是 -个 不 等 于 (四 的 召 的 
理想 ， 并 且 

orp) 
那么 多: 定 包含 一 个 不 能 被 刀 整 除 的 整数 93. 由 于 PP 龙 素数 ， 8 
与 互 素 ， 所 以 我 们 可 以 找到 整数 8 和 上 ， 使 得 
号 六 上 并 
但 p 也 属于 必 ， 而 且 轩 是 理想 ， 所 坟 
| 1€B， = RR: 

让 我 们 看 一 看 ， 利 用 最 大 理想 ， 怎 样 可 以 出 一 个 环 来 得 到 一 
个 域 ， 首 先 给 了 个 环 严 ， 我 们 可 以 利用 避 的 一 个 最 大 理想 来 得 
到 一 个 环 亏 和 合 得 天 除了 堆 理 想 回 单位 理想 以 外 ， 没 有 其 它 的 理 
想 ， R 

引 理 1 假定 处 是 环 及 的 一 个 理想 ,剩余 类 环 R/ 所 除了 零 理 
想 同 单位 理想 以 外 不 再 有 理想 , 当 而 且 只 当 所 是 最 大 理想 的 时 候 ， 

证 明 我 们 用 #5 来 表示 情 到 五-.R/Y 的 同 态 满 射 . 

我 们 先 证 明定 理 的 条 件 是 充分 的 ， 假 定 虹 是 最 大 理想 ， 臣 是 
下 的 理想 ， 并 且 


下 二 0 
那么 ,由 生 ,8, 定 理 3, 在 $ 之 下 的 号 的 逆 象 员 奉 及 的 理想 ， 必 罗 然 归 
包含 站 而 且 不 等 于 岂 ， 所 以 3 * 
鸡 一 下 ， 中 一 五 


这 梓 ， 五 只 有 零 理想 同 单位 理想 ， 
”现在 我 们 证 明定 理 的 条 件 也 是 必要 的 .假定 不 是 最 大 理 
| » 117* 


上 


想 ， 尼 二 小 忆 时， 轴 是 也 的 理想 ， 且 既 不 等 于 有 也 不 等 于 外， 那 
么 ， 由 亚 ,8， 定 理 3， 在 少 之 下 的 仙 的 象 屎 是 五 的 理想 ， 旧 于 加 
大 于 所 
Bee 
夷 也 不 会 是 豆 不然 的 话 ， 对 于 刁 的 任意 元 +， 可 以 找到 器 的 元 
8， 使 得 
[ri=[b],， rbelCB 

于 是 ， 由 于 玉 是 理想 ， 可 以 得 到 rE 中， 路 = 有 R， 与 假定 不 合 ' 这 
样 ， 豆 除了 零 理 想 同 单位 理想 以 外 还 有 理想 亚 ， 证 完 . 

我 们 知道 ，- -个 域 只 有 堆 理 想 园 单位 理想 ， 反 过 来 ， -个 只 
有 这 两 个 理想 的 环 当然 还 未 见 得 是 一个 域 ， 但 是 我 们 有 

引 理 名 ”和 如果- 个 有 单位 元 的 交换 环 有 除了 零 理想 同 单位 理 
想 以 外 没 相 ， 那 么 下 一定 是 一 

证 明 ”我 们 看 五 的 任意 元 a 六 0，a 所 生成 的 主 理想 (a) 显 然 
不 是 零 理 想 ， 于 是 由 假定 ， (ea) = 号 ， 因 而 忆 的 单位 元 1€(a)， 但 
《ea 的 元 都 可 以 与 成 fatrEER) 的 形式 ， 所 以 

l=ag (CaeERY 

这 样 , 五 的 每 个 不 等 于 零 的 元 都 有 一 个 逆 元 , 至 是 一 个 域 。， , 丁 完 . 

由 以 上 两 个 引 理 我 们 立刻 可 以 得 到 

定理 起 定 忆 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 ,是 记 的 一 惟 驶 想 . 
R/Y 是 一 个 域 , 当 而 且 只 当 时 是 一 个 最 大 理想 的 时 使 ， 

这 样 ， 给 了 一 个 有 单位 元 的 交换 环 如 ， 我 们 只 要 搁 宴 习 忆 的 
一 个 最 大 理想 六， 就 可 以 得 到 一 个 域 五 /8 和 

鲍 2 五 是 整数 环 ，(p) 是 由 素数 2p 所 生成 的 醉 斑 风 六 部 冯 
由 上 面 例 1， 及 1(p) 是 一 个 域 ， 这 个 结果 我 们 在 看, 4， 已 经 村 到 
过 . i 
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一 从 上 威 ，! 6 
3， 我 们 在 环 丘 上 的 一 个 一 元 多 项 式 环 R[x1， 当 中 是 整数 环 时 ， RL[z] 
的 班 想 {z) 是 不 是 最 天 旨 当 吾 是 有 有理 数 域 的 时 全 , 情形 如 和合? 
3， 我 们 看 肠 有 俩 数 作成 的 环 访 . 证 用 , (4) 是 忆 的 最 大 理想 ， 但 Ri(4) 
不 是 一 全 域 . 一 个 
4.* 我 们 看 有 理 数 域 天 上 的 全 部 2x2 姑 阵 环 瑟 ;， 证 明 ， 不 ,; 只 有 掌理 
想 千 单位 理想 , 但 不 是 一 个 除 环 . 


$10、 商 域 


现在 让 我 们 看 一 看 ， 由 一 全 环 来 得 到 一 全域 的 第 二 种 方法 ， 
我 们 知道 普 首 整数 的 集合 作成 一 个 环 ， 有 理 数 的 集合 作成 一 
个 域 ， 而 整数 坏 呈 有理数 域 的 一 个 子 纪 ， 购 在 我 们 问 ， 给 了 一 个 
环 R， 是 不 是 可 以 找 得 到 一 个 除 环 或 域 包 含 这 个 ER， 一 个 环 慷 要 
能 被 一 个 除 环 或 域 包 含 ， 有 一 个 必要 和 条件, 就 是 五 不 能 有 零 因 了 于， 
因为 除 环 或 域 没 有 零 因子 ， 当 天 是 非 交 换 环 上 时， 这 一 个 条 件 还 术 
充分 , 因为 有 和 例子 告诉 我 们 ， 一 个 无 霍 因 于 的 非 交 换 环 不 一 定 龙 被 
一 个 除 环 包 售 【参看 : A.Malcevyv,，On the Immetsion of an 
Algecbraic Ring into a Figld，Math. Ann. P.113. 1936). 我 
们 在 这 一 节 例 要 诈 明 ， 当 忆 是 交换 环 时 ， 以 上 条 件 也 是 充分 的 . 
我 们 所 用 的 方法 完全 起 由 整数 和 有 理 数 的 关系 得 来 的 . 
定理 1 每 一 个 没有 零 因 于 的 交换 环 巨 都 是 一 个 域 晶 的 子 
环 . 
证 阴 ”当政 只 也 含 零 元 的 时 恕 ， 定 理 显 然 是 对 的 ， 我 们 看 军 
少 有 两 个 元 的 瑟 。 用 49,58,6,… 来 表示 民 舶 元 ， 我 们 作 一 个 集合 
"119， 


Tm a 
1 rp on a a =- Rr te 


4 = | 所 有 符 导 (a, bER, b+A0) 


人 在 妨 的 元 间 我 们 规 论 一 个 关系 


~: 到 全 天， 当 而 及 只 当 az 一 w8 的 时 个 
很 明显 ， 
。 六 癌 
C1) FB 
, a a 
(1) pp 7p Vp 
我 们 也 有 
， a 人 
人 bs’ DUB ?pb 
因为 : 由 
Ge 
站 
可 得 ab =apb, ab" 一 本 


(Cab ob --tab db = cab ap b= =a" 
但 如 六 0, 五 没有 零 因 子 ， 所 碎 可 得 
ab"=02"6 


人 在、 站 
四 


ss 


这 样 ，~ 是 一 个 等 价 关 系 ， 
这 个 等 价 关系 把 集合 4 分 成 若干 类 | 名 |， 我 们 作 一 个 集合 
Q, 一 } 所 有 类 | 号 
对 于 Qo 的 元 我 们 规定 


=” 120 ， 


-ar 
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Ea 
这 样 规定 的 是 名 op 的 加 法 和 入 法 ， 国 为: 
第 一 ， 由 于 站 没有 零 因 子 ， 
0 dod 


[2 生生 | 利器 | 趣 是 Q, 的 元 . 
第 二 ， 假 定 
nem 
五 六 dd 区 
那么 ab'~ab, aA'=e'd 
ub'dd = bdd 
cabb'—e dbb 
tad tbcba =—Crda— bo) bd 
上 2 | 加 2 一 2 | 
pd pa 
- 男 一 方面 ， av'cd'—~a'be'd 


Cac) tb'd) = (eco) (ba) 


oe oe’ 
-了 
两 类 相 吉 相 狗 的 结果 与 类 的 代表 无 关 . 
Qs 对 于 加 法 来 说 作成 一 个 加 群 : 


的: 国 -[ 秆 国 


= 二 tae] 


Oi [el feel - 
(3) uri 
站 一 机 世 
4) 上 = 
人 的 不 等 于 零 的 元 对 于 条 法 来 说 作成 一 个 交换 群 : 乘法 适合 
交换 律 与 结合 律 ， 显 然 ! | 4 | 是 单位 元 ; | 他 | 的 造 元 是 | 之 | 我 
们 很 容易 验算 ， 分 配 律 也 成 立 . 
这 样 ， 总 "作成 一 个 域 ， 
我 们 把 Qs 的 所 有 的 元 
2 | Cg 是 一 个 固定 的 元 , a 任意 ) 
放 在 一 起 ,作成 一 个 集合 ,那么 
,4 
| 
是 一 个 吾 与 放疗 的 一 一 映射 ， 由 于 
dal [| at)|l, (aath) 
| 
22 || gb | _ | aCa) 
eile 
以 上 映射 是 同 构 映射: 
HBo 
这 样 ， 和 由 到 5， 定 理 4， 有 有 一 个 包含 召 的 域 刀 存在， 证 完 ， 
这 样 得 来 的 域 日 的 构造 似 平 相当 复杂 ， 和 但 实际 上 并 不 如 紫 ， 
@ 既然 是 包含 五 的 域 , 妃 的 一 个 元 5 地 0 在 Q 里 有 六 元 81， 因而 


gb !=8 19 = 元 Coa, DER, bE0) 


”了 


在 旬 里 有 意义 ， 我 们 有 
定理 2 外 刚好 是 由 所 有 元 


可 (a, bER, bA0) 


所 作成 的 ， 这 黑 
a 一 再 1 
证 明 ”要 证 明 纺 的 仁 一 个 元 可 以 写成 志 的 样子 ， 只 须 证 明 0。 
的 每 一 个 元 可 以 写成 
fo 


| -lss 
人 
的 样子 ， 我 们 痢 人 由 于 


il 


我 们 的 确 有 


1 


ga 2 ie la 
和 || be 加 
至 于 每 一 个 都 属于 @， 显 然 ， 证 完 . 

多 的 元 既然 都 可 以 写成 元 的 样子 ,由 也 3, 的 元 有 以 下 性 质 : 
呆 ， 当 曾 且 只 当 ad 一 56 的 时 锐 
十 
a 


bd 


性 记 


a 
a 
(1) 书证 
0.0_4 
bE a bd 
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这 样 , 中 与 召 的 关系 正 同 有 理 数 域 与 整数 环 的 关系 一 样 , 如 的 构造 
并 不 复杂 ， 

定义 ”一 个 域 恕 叫做 环 五 的 一 个 商 域 ， 假 如 怠 包 含 并且 
如 刚好 是 由 所 有 元 


于 (a, bER, B40) 


所 作成 的 . 

由 定理 1 和 2， 一 个 有 两 个 以 上 的 元 的 没有 零 因 于 的 交换 环 
至 少 有 一 个 商 域 . 

一 般 ， 一 个 环 很 可 能 有 了 两 个 以 上 的 商 域 . 我 们 有 


定理 3 。 假定 中 是 -一 个 有 两 个 以 上 的 元 的 环 ， 妃 是 一 个 包含 
RR 的 域 。 那 么 方 丰 含 下 的 一 个 商 域 . 


证 阴 在 加 里 


oa 一 1 一 也 {a, bER, $40) 


有 意义 。 作 卫 的 子 集 
二 如 
= 所 用 Co, bER, B+0) 


如 显然 是 吾 的 一 个 商 域 ， 证 完 ， 

但 五 的 每 一 个 商 域 都 适合 计算 规则 (I)， 而 计算 规则 (IT) 完 全 
决定 子 五 的 加 法 和 葬 法 ; 这 就 是 说 , 吾 的 商 域 的 构造 完全 决定 子 吾 
的 构造 。 所 以 我 们 有 

定理 4 同 构 的 环 的 商 域 也 同 构 。 这样 , 抽象 地 来 看 ,一 个 环 
最 多 只 有 一 个 南亚 . 


J 题 
1. 征明, 一 个 城 玉 是 它 自己 的 商城 ， 
2. 详细 证 明 本 节 和 定 蛙 了 
*» T2444 


wl 了 ™ 下 站 1 
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第 四 章 ” 整 环 里 的 因子 分 解 


在 这 一 章 里 我 们 竖 讨 论 关 于 环 的 一 个 特殊 问题 ， 就 是 因 于 分 
解 问 题 。 因为 我 们 的 讨论 相当 长 ， 因 此 把 它 自作 一 音 . 

在 整数 环 里 有 一 个 重要 的 定理 ， 就 是 瞧 一 分 解 定 理 ， 这 个 定 
理 悦 ， 一 个 整数 可 以 唯 - -地 写成 若干 素数 的 乘积 ， 在 这 一 章 里 我 
们 要 看 一 看 ， 在 一 个 抽象 环 忆 里 这 个 定理 是 否 成 立 ; 但 由 于 在 一 
个 一 般 的 环 里 去 研究 这 个 问题 有 相当 的 困难 ， 所 以 我 们 限定 也 是 


一 个 整 环 . Bm 
Mi) 


要 在 一 个 整 环 里 讨论 因子 分 解 ， 我 们 首先 需要 把 整数 环 的 整 
除 以 及 素数 两 个 概念 推广 到 一 般 整 环 里 去 . 
整除 这 个 概念 很 容易 加 以 推广 . 
宇多 ”我 们 菩 , 整 环 了 的 一 个 元 可 以 被 的 元 5 整除 , 假如 
在 了 于 搜 得 出 元 来 ， 使 得 
t=br 
假如 a 能 被 56 整除， 我 们 说 5 是 a 的 因子 ， 并 且 用 符号 
aia 
来 表示 . 下 不 能 整除 e, 我 们 用 符号 
ba 
来 表示 . 
把 类 数 这 个 概念 加 以 推广 却 没有 这 样 简单 ， 需 要 先 引 入 几 个 
新 的 概 会 . 
二 J25» 
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定 尽 整 环 工 的 一 个 元 e 叫做 了 的 一 个 单位 ， 霞 如 是 一 个 
有 北 元 的 元 ， 

元 训 叫 人 黎 元 # 的 相伴 元 ， 假 如 8 是 4 和 一 个 单位 2 的 滋 积 : 

b=— er 

我 们 要 注意 单位 同 单 似 元 的 区 别 . 

一 修整 环 圣 少 有 两 个 单位 , 就 是 1 和 ~ 了 在 一 般 情 形 之 下 , 在 
一 个 整 环 里 常 有 了 两 个 以 上 的 单位 存在 (参看 本 节 避 题 2). 

一 个 整 环 的 单位 显然 有 以 下 性 质 : 

定理 1 两 个 单位 间 a' 的 莱 积 ee' 也 是 一 个 单位 ， 单位。 
的 敢 元 e-! 也 是 一 个 单 伍 ， 

现在 我 们 看 一 -个 整 环 了 的 一 个 性 党 单位 2 和 一 个 任意 元 a 
那么 

d=ete laY—e i(en) 

这 就 是 说 ，-- 个 任意 元 8 可 以 被 每 一 个 单位 2 和 4 的 每 一 个 扯 伴 
元 io 整除 ， 我 们 把 这 种 永远 存在 的 因子 同 其 它 的 因子 区 别 一 下 . 

定义 ”单位 雇 及 元 9 的 相伴 元 叫 敌 & 的 平凡 因子 . 其 余 的 9 
的 因子 , 假如 还 有 的 话 ; 册 敌 9 的 真 因 子 ， 

现在 让 我 们 看 一 看 ，: :个 普通 素数 站 有 些 计 么 尾 质 ， 一 个 素 
数 ? 并 不 是 绝对 不 能 被 任何 整数 整除 ， 因 为 士 1 同 士 ? 都 可 以 整 
除 ?但 除了 这 四 个 数 座 外 素数 9 设 有 其 它 因 了 了 了， 依照 上 面 的 规 
定 ， 士 1 都 是 整数 环 的 单位 ， 十 p=1:%p， 一 上 = 二 (一 1)p 都 是 2 的 
相伴 元 ,所 以 我 们 可 以 说 ,素数 的 一 个 性 质 古 , 它 只 有 平 几 因子 
素数 pp 还 有 另外 一 个 人 性质, 就 是 p 才 0 或 土 !。 依照 素数 的 这 些 性 
质 我 们 下 

定义 ” 整 环 了 的 -个 元 五 叫做 -全 素 元 ， 假如 旺 既 不 晤 霍 元 ， 
也 不 是 单位 ， 并 且 了 只 有 平凡 因子 

按照 这 个 定 史 以 下 事实 成 立 : 
- T26 ， 
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定理 2 单位 e 局 素 元 2 的 乘积 sp 也 是 一 个 素 元 ， 
证 明 由 于 # 才 0， 天 0， 了 而 整 环 设 有 堆 因 于， 所 以 ep 到 0. 
6 也 不 会 是 单位 ， 不然 的 话 
i=e'{ep}—=(e'e)yp 
Dp 是 单位 , 与 假定 不 合 ， 
现在 假定 bb 是 ep 的 因 六 ,并 且 5 不 是 单位 ， 那 么 
sp=Bbe, p=b(e lie) 
bip 
但 8 站 素 元 , 5 不 是 单位 ,因此 5 一 定 是 了 的 析 检 元: 
bp 一 ep -tee itep) te" 是 单位 ) 
这 就 是 说 ,5 是 2p 的 相伴 元 ， 因为 由 定理 1]，e”e 是 单位 .这 样 
e 只 有 平 儿 因子 - 证 完 . 
定理 3 将 环 中 一 何不 等 了 于 零 的 元 a 有 真 因子 的 光 分 而 且 必 
要 条 件 是 : 
=be 
8 租 ¢ 都 不 十 单位 ， 
证 明 若 4 有 真 因 子 58 那么 
d=—be 
这 里 的 Bb 由 真 因 了 和子 的 定 头 不 是 单位 .6 世 不 是 单位 ， 不 然 的 话 
6 一 qc ,5b 是 a 的 相伴 元 ,与 8 是 9 的 真 因子 的 假定 不 合 ， 
反 过 来 ， 假 定 
他 一 号 
5 和 部 不 是 单位 ， 这 上 肘 靖 不 会 是 的 相 玲 元 ,， 不然 的 话 - 
=, 4=e2ar, l= 
c 是 单位 ,与 假定 不 合 。 这 样 , 5 既 不 是 单位 ， 也 不 是 a 的 相伴 元 ， 
5 是 a 的 真 园子 .证 完 . 
推论 ”假定 a 才 0,. 并且 4 有 真 担子 53:4 一 6ce， 那 么 c 世 是 a 
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的 真 因子 . 

证 明 由 定理 3 的 证 明 的 前 兴 , ¢ 不 是 单位 ， 由 定 弄 3 的 证 
明 的 后 半 , c 是 a 的 一 个 真 因 子 . 证 完 . 

已 经 有 了 了 素 元 的 定 疼 , 让 我 们 现在 看 一 看, 在 什么 情形 ;之 下 可 
以 说 ， 一 个 元 4 可 以 办 一 地 分 解 成 素 元 的 冬 积 .首先 我 们 必须 票 
求 , 9 可 以 分 解 成 有 限 个 寻 元 的 羔 积 ; 

站 二 加 Parr (bp, 司 素 元 ) 

不 然 的 话 ， 我 们 根本 无 法 讨论 和 是 不 是 能 唯一 地 分 解 . 可 是 上 能 
通 写成 以 上 的 习 积 ， 也 就 能 艳 写 成 以 下 的 索 元 驳 有 乘积 ; 

= Papi pr 

Gage palmp 《Ce 是 任 音 单 位 ) 
殷 如 我 们 把 以 上 的 儿 种 分 航 看 作 不 一 样 的 ， 那 么 殿 要 一 个 元 能 能 
写成 两 个 以 上 的 素 元 的 乘积 ， 这 个 元 就 不 能 有 了 唯一 的 分 解 ; 这 样 
我 们 的 可 题 训 证 有 多 大 总 区 了 ， 因 此 我 打下 以 下 

定义 ”我 们 说 ,一 个 特 环 了 的 一 个 元 # 在 I 里 有 唯一 分 解 , 假 
如 以 下 条件 能 被 满足 : 


© 1) dg 一 Pp"D， 《Pi 是 了 的 素 元 ) 
《ny 将 同时 
3 一 人 ga…E (9 是 了 的 泰 元 ) 
那么 r=8 


并 且 我 们 可 以 把 人 的 次 序 掉 换 -下 ， 使 得 
4; PD; (2; 是 了 的 单位 》 

依照 这 个 定 区 ,一 个 皮球 的 雪 元 和 单位 一 定 不 能 唯一 地 分 解 ， 
因为 第 一 个 条 件 就 不 能 锌 福 足 ， 和 假如 我 们 把 零 写 成 若干 个 死 的 乘 
积 : 

DO := 

那么 某 一 个 a; 一 定 是 0, 但 0 不 是 素 元 ， 般 如 我 们 能 把 一 个 单 
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2 与 成 若干 个 元 的 孙 舱 : 
= 
那么 1 一 GCCE Ga 
gi 芷 一 分 单 您， 但 单 倍 不 是 素 元 . 
刻 以 瞧 -- 分 解 问题 的 研究 对 得 只 能 是 既 不 等 于 0 也 不 是 单位 
的 元 (我 们 说 整数 都 能 唯一 分 解 ， 扎 没有 把 0 辣 士 1 算 上 ). 
现在 我 们 就 问 ， 一 个 整 坏 的 不 等 子 零 刀 不 是 单位 的 元 是 不 是 
都 有 叭 一 分 解 呢 ? 下 例 告 拆 我 们 不 是 的 . 
例 了 = (所 有 复数 a 十 bv/ 一 3 (a, 了 是 整数 ) 
I 显然 是 一 个 整 环 ，J 了 的 元 都 是 复数 ， 利 用 复数 的 绝对 值 我 
们 报 容 易 得 到 上座 下 事实 ， 
《1) 了 的 一 个 元 & 是 一个 单位 ， - 当 而 且 只 涩 | :| 三 1 的 时 使 
了 只 有 两 个 单 你 ， 就 是 二 |. 
假定 £=6 十 5 一 3 是 一 个 单位 ,那么 
硅 一 &eE |1|2=:|el?lel:, 1=|el:le'|? 
但 | | 一 和 十 32 是 一 个 下 整数 ， 回 样 |e | 也 是 一 个 正 整 数 ， 因 此 
育 1el:==1， 反 过 来 看 ,假定 
a 
耶 么 56 一 0,， 4 二 士 1; 是 说 ; .2 三 士 1 而 显然 是 单位 ， 
(2) 着 含 条 件 a 的 了 的 元 < 一 定 是 素 苑 . 
首先 ， 既 然 al*?=4，a 才 0; 并 且 由 (C1), a 也 不 是 单位 ， 假 
定 上 8 是 a 的 因子 : 
B=atbv—3, a=py 


那么 t= 18|?iy|? 
但 不 管 中 5 是 什么 整数 ，181? 二 十 383 才 2， 因 此 
i81?=1 或 4 


车 是 181?=1， 由 (以), 是 单位 ， 车 是 |B8|? 一 4， 那 么 191?=1， 
+» 129 。 
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? 在 单位 ， 因 而 
A=Y a 

B 是 & 的 相 佳 元， 这样 只 有 平凡 因子 , 9 是 素 元 . 

型 在 我 们 看 了 的 虑 4 显然 
(A) 4- 20.32- {lr 3)(l—~v 3) 
因为 i2|2=4, |i+v 二 3 一 4，|1 一 ww 一 3 一 4， 
由 (2)，2，1 十 一 3,1 一 一 3 都 是 工 的 素 元 .这 就 是 说 ，(A) 表 
示 4 在 I 里 的 两 种 分 解 ， 但 由 (1)，i 一 MV 一 3 和 1 一 MV 一 3 都 不 
是 2 的 相伴 元 ,因而 按 是 定义， 以 上 丙种 分 解 不 同 。 这 样 , 4 在 1 
里 有 两 种 不 了 奇 的 分 解 . 


习 题 
1， 证明, 0 不 是 任何 元 移 真 尖子. 
2， 我 们 看 以 下 的 整 环 了 了 刚好 包含 所 有 可 以 写 研 本 
办 Cm 是 任意 整数 ,n>0 的 整数 YY ”2 
i 
形式 的 有 更 数 .了 的 哪些 个 元 是 单位 , 哪些 个 元 总 素 元 ， hy 
- 3. 了 是 刚好 包含 所 有 复 教 
i 二 bi (5g,b 是 把 数 ) 
的 眉 环 ,证 明 5 不 是 工 的 素 元 ,5 有 没有 瞧 一 分 解 ? 


” 垃 UI) 二 ZI 2 ) 


8 2， 唯 一 分 解 环 


由 子 上 一 节 的 例 我 们 知道 ， 在 一 个 整 环 里 唯一 分 解 定理 未 必 
成 立 . 但 是 我 们 也 知道 ,在 有 些 整 坏 里 ,比方 说 整数 环 里 ， 这 个 定 
理 是 成 六 的 . 

定义 一 个 整 环 了 叫做 一 个 唯一 分 解 环 ， 假 如 了 的 每 一 个 既 
不 等 十 零 又 不 是 单位 的 元 都 有 浴 一 分 解 。 

在 这 一 负 里 我 们 先 看 一 看 ， 一 个 唯一 分 解 环 存 些 什么 重要 
+ 130. 


性 质 . 
定 更 1 一 个 唯一 分 解 杯 有 以下 性 质 : 
《iii) 若 一 个 素 元 了 能 能 整除 gb, 那么 pp 能 能 整除 a 或. 
证 明 了 能 整除 95， 
wb = pe 
我 们 先 假 定 , a 和 都 不 是 零 元 , 也 都 不 是 单位 ， 这 时 6 显然 不 等 
于 零 、 我 们 说 ec 也 不 是 :个 单 倍 ， 不然 的 话 
ob--pe (ee 一 0 是 -个 单位 ) 
而 由 JI,1, 定理 2，pe 是 素 元 . 这 就 是 说 ， 素 元 pe 可 以 写成 两 个 
非 单 位 的 汽 积 ,因而 有 真 因子 . 这 是 耶 古 . 
既 不 是 守 允 不 是 单位 ,由 唯一 分 解 坏 的 定 交 ， 
一 Pijo mp， (Pi 是 素 元 ) 
一声 硬 
二) 
这 样 ， qe 2 = PDD 
由 唯一 分 解 的 定 父 , 2 -一 定 星 上 基 一 个 4 成 汪 一 全 47 的 相持 元 、 若 
DP 是 某 一 个 4 的 相伴 拒 , 那么 
pe = 和 (ee 是 单位 ) 
人 一 人 人 PE NF Pla. 
同样 , 若 王 是 革 一 个 人 的 相伴 元 ， 邯 冬 pi5。 这 样 , 的 确 能 够 整 
除 9,8 中 的 -个 ， 
当 G 电 之 中 有 一 个 旦 老臣 是 单位 的 时 优 ， 定 理 记 是 对 的 、 巷 
& =0, 那 么 pla， 基站 在 凋 位 ,那么 
六 -PCOG 了 证 完 
尾 质 ki 的 重要 性 由 以 下 定理 吉 以 看 出 . 
定 王 2 假定 一 个 整 环 工 有 以 下 性 质 : 
《i 工 的 每 一 个 既 不 是 零 也 不 是 单位 的 元 a 都 有 “个 分 解 
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在 一 攻 1 加 [人 是 了 的 素 元 ) 

《iiiy 了 的 一 个 素 元 bz 若 能 整除 9b, 那么 2 能 整除 & 或 这 
时 了 工 一 定 是 一 全 唯一 分 解 坏 . 

证 明 我 们 看 了 的 -- 个 不 等 于 专 也 不 是 单位 的 元 4. 由 性 质 
(i),@ 有 一 个 分 解 

:ppp， {Pi 起 素 元 )》 
我 们 须要 证 明 ，a 有 唯一 分 解 ; 就 是 说 , 假定 我 们 也 有 
5 一 gg2 2。 《9 是 素 元 )} 

那么 *=s, 并 且 我 们 可 以 把 这 些 g 的 次 序 掉 换 一 下 ,使 得 9; 是 9 
的 相伴 元 . 

我 们 用 归纳 靶 ， 先 证 当 :=1 的 时 候 , a 有 了 唯一 分 解 . 这 时 

= p= 11g". 
沙 是 s 藉 1， 那么 
Pp 1(q2") 

其 四 全 不 是 单位 ,和牛 ga…d- 作 为 素 元 的 乘积 他 不 是 单位 .这 就 是 
说 , 素 元 呈 可 以 写成 两 个 非 单位 的 乘积 ,这 不 可 能 . 所 网 8 一 1 一 7， 
DL 二 i, 

现在 假定 ， 兹 写成 过 7-:1 个 素 元 的 溢 积 的 元 都 有 唯一 分 解 . 
在 这 个 假定 之 下 , 我 们 看 一 个 有 象 上 面 的 央 种 分 解 的 元 4: 

OP PO" 
由 性 质 (iii), 5 能 够 整除 北 一 个 4 把 人 的 次 序 换 一 换 , 我 们 本 以 
假定 2igi， 但 8 是 素 元 , 玉 不 是 单位 ;所 以 
Di=2sd，g--8 Pt (是 单位 ) 
这 样 eg1pa'""p, 一 在 192 全 
b= tepa) pT— "0 
这 里 五 是 7 一 1 个 素 元 的 乘积 ,所 以 依照 归纳 法 的 报 定 ， 
一 一 5 一 


“了 了 2 


而 日 我 们 可 以 把 gg; 的 次 序 掉 换 一 下 , 使 得 
2 二 22CEp2) =- 2p 《8 是 单位 ) 
这 样 我 们 得 到 
咏 汪 
Y= ps G2 — (EEL) Pas ls 一 83203， ,= e+, 证 完 
由 定理 1, 2, 我 们 也 可 以 用 条 人 奸 (i)，dii) 米 作 唯 一 分 解 环 的 
除 一 分 解 坏 的 另 一 重要 性 质 就 是 最 大 公 因 子 的 存在 . 
定 尽 ”元 叫 做 元 sez av 的 公 因 子 , 假 如 * 同时 能 够 堤 
中 ol, Gas，…，Gn， 
元 Gos 的 一 个 公国 于 可 出 收 B81, 02; 0, 的 最 大 从 
因子 ,假如 a 能够 被 alyea ,es 的 每 一 个 公 困 也 整除. 
定理 3 一 个 唯一 分 解 环 了 的 两 个 元 4 和 5 在 I 时 一定 有 最 
太公 因子 . 4 和 五 的 两 个 最 大 公 因 子 & 和 刀 只 能 差 一 个 单位 因 
子 : 
9 二 zd9 (e 是 单位 》 
证 明 若 5,83 之 中 有 一 个 是 零 , 比方 说 a=0， 奢 么 5 显然 中 
一 个 最 大 公 因 子 ， 若是 4,8 之 中 有 一 个 十 单位, 比方 说 4 是 单位 ， 
奢 么 4 显然 是 最 大 公 因 子 . 
现在 看 4 和 5 都 不 是 零 也 都 不 是 单位 时 的 捕 形 ， 这 时 
a 一 2 
qi 同 这 7 十 8 个 元 中 间 的 某 一 个 可 能 是 其 它 一 个 的 相 仇 元 ， 慨 
定 在 这 ?十 s 个 元 中 间 有 个 元 互相 不 是 四 华 元 , 而 其 它 的 元 都 是 
这 3 个 元 中 的 某 一 个 的 相伴 元 ,把 这 个 元 虽 敌 1, pa， Pn 那么 
在 一 如 < 人 全 po De (eo 是 单位 ,天 ,20) 
六 一 pa (es 是 单 你 ,E20) 
用 求 表 未 天 | 与 有 中 较 小 的 一 个 (8 二 的 时 修 就 则 [= 二 有 ,)， 


s Ti3* 
了 


和 轩 4 
人 nm i 


而 作 元 
a ~ phpi pe 
那么 显然 8a, #18. 假定 6 出 基 人 同居 的 公 因 子 . 若是 。 是 单位 ， 
c 当然 能 够 整除 4， 若是 。 不 是 单位 , 那么 
5 一 Dip2…pD (Pi 是 素 元 ) 
出 于 ola, 每 -个 呈 ia 于 是 由 性 威 (iii) ,2 能 整除 某 一 2,, 而 是 7， 
的 相伴 元 , 所 所 
-op pg 【2 是 单位 ,yi 0) 
但 lo 并且 p;,p; 互相 不 是 相伴 元 , 因此 1m; i。 同 理 ， 由 c16， 
可 得 mi<<k,， 这 就 是 说 ,m, 志 5,c14， 这 样 ,我 们 证 明了 最 大 公 轩 
子 双 的 存在 . 
假定 芝 也 是 5 和 5 的 最 大 公 因 子 ; 那么 可 下， 1: 
d= ud, d=vad', d=uvd 
这 样 , 游 9=0,d' 也 等 于 零 ， 
= 
若 8 二 0, 我 们 可 雇 得 到 1=25, 如 是 一 个 单位 e， 
d'=—ed 证 完 
从 这 个 定理 应 用 蚊 纳 法 立刻 可 以 得 到 
推论 -个 唯一 分 解 环 工 的 2 个 元 at 在 二 里 一 定 
有 最 上 大公 因 子 ， ,G2,…， 4， 的 两 个 最 大 公 因 子 具 能 差 一 个 单位 
因子 . 
这 样 ,若是 几 个 元 的 某 一 全 最 大 会 因子 是 一 个 单位 ,这 并 个 元 
的 任何 一 个 最 大 公园 子 也 是 -一 个 单位 ， 利 用 这 一 件 事 实 ， 我 们 可 
以 在 一 个 唯一 分 解 环 里 规定 互 素 这 一 个 概念 . 
定义 ”我 们 说 , 一 个 唯一 分 解 环 的 元 alyaa mm 互 素 ， 假 如 
它们 的 最 大 会 因子 是 单位 . 


这 祥 规 定 的 互 素 概念 显然 是 普通 互 素 概念 的 推广 ， 
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习 题 

TI 证明 本 节 的 批 迄 . 

2. .人 慨 定 在 一 个 唯 -- 分 解 苯 里 
a = Db, =D, 
证 明 :; 当 而 且 只 当 如 是 ds 的 -个 蝴 天 公国 于 的 时 述 ， Bb, Be 
王 素 . 

3- 己 定 工 是 一 个 整 环 ，(0) 有 有 [时 了 的 两 个 主 更 想 ， 证 昌 :; (Ca) 一 人 2) 
当 而 且 电 于 5 是 的 相伴 反 舶 村 柑 ， 


$3. 主 理 想 环 


要 知道 一 个 整 环 是 不 是 -一 个 叭 一 分 解 坏 不 是 一 件 窜 易 的 事 ， 
因为 要 测 难 唯 -- 分 解 定 允 里 的 条 件 (i), (ii), 或 是 ITY, 2,， 定理 2 里 
的 条 件 (i)，(iiy 能 和 否 被 油 足 ， 一 般 套 非常 转 难 的 ， 以 下 我 们 要 认 
识 几 种 特 彝 的 唯一 分 解 坏 ， 使 得 我 们 在 解决 以 上 问题 时 可 以 有 一 
点 帮助 ， 

第 一 种 是 二 理想 坏 . 

定义 个 整 环 了 叫做 -全 主 理想 环 ， 假 如 了 的 每 一 个 理 披 
都 是 一 个 主 理想 . 

我 们 说 , 一 个 主 理 想 环 一 定 是 :个 只 一 分 解 环 ， 

为 证 明 这 一 点 ， 我 们 需要 了 琴 个 引 理 .这 两 个 引 理 本 身 也 航 重 
归 ， 

引 理 1 假定 工 蕊 一 个 主 理 想 环 ， 若 在 序列 

i as a (rE) 
里 每 -个 元 是 前 面 一 全 的 真 因子， 那么 这 个 序列 一 定 是 一 个 有 限 
序列 . 
证 明 我 们 作 主 理想 


s fF 


rr tee warm 本 下 -LE 了 二 3 At -ti 


(e010), Ca), (03), 
由 于 6&1 是 6G 的 因 亲 ,显然 
(8 Cad) a) 
我 们 看 这 些 理想 的 并 洁 牙 ， 我 们 哎 , 时 有 以 下 性 质 ; 
Ci 藻 aE 55 中, 那么 人 -BE3L; 
《ii) 若 aks rcEr， 那么 rc5 如 ， 
因为 : 由 并 集 的 定 郊 ， 
GE 其 -全 (ai)，BE 莫 一 个 人 ai) 
我 们 可 以 假定 i 专 纪 那么 
at{a)CT (ai 
9,b 鬼 然 都 属于 理想 (aj), 我 们 显然 有 
a—b, ratta,) A 
这 样 , 半 是 了 的 一 个 惠 想 ， 由 于 是. 尺 理 想 环 , [一 定 是 一 个 
主 理想 : 轩 = C4)， 这 个 属于 和 ， 所 以 也 属于 蘑 一 个 (a.)， 我 们 
说 , 这 个 a 一定 是 我 们 的 序 草 里 的 最 后 一 元 ， 不 然 的 话 ， 莪 们 还 
有 一 个 9.+1。， 由 于 
AEN) Geld) 


可 以 得 到 on dd, d|a.ri 

这 就 是 说 a ds,l 
tl 一 性 有 

但 nt | 
好。 一 CQ 

因而 Hl ee ms l=ee' 


2 是 一 个 单位 ， 这 样 esi 是 au。 的 相伴 元 ， 与 ss 是 上 的 真 因子 
的 假定 冲突 .证 完 . 

引 理 2 假 定 了 是 一 个 主 理想 环 ， 那 么 工 的 一 个 素 元 pp 生成 
一 个 最 大 理 楚 . 
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证 明 和 假定 守 是 包含 tp)， 并 且 比 (p) 大 的 理想 .由 于 了 是 主 

理想 环 , 我 们 有 
《四 CC 处 一 (人 
因而 p=7ra Créer) 
4 是 的 因子 . 但 3 是 素 元 ,所 以 了 不 是 五 的 相伴 元 ， 就 是 单位 . 
和 如果 是 的 相伴 元 : 8… ep 那么 
at(p), (a) —UC(p) 
与 多 大 于 ( 约 的 假定 不 侣 ; 所 以 #4 只 能 是 单位 : aa 二 1， 这 样 ， 
ietm)=U, HA=7 证 完 

现在 我 们 证明 

定理 一 个 卡 理想 环 工 是 一 个 险 一 分 解 环 . 

证 明 ”我们 证 组 有 有 IY,2, 定理 2 里 的 竹 质 . 

我 们 看 了 的 一 个 不 是 零 也 不 是 单位 的 元 a. 假定 4 不 能 写成 
有 有限 个 素 元 的 屡 积 ,那么 & 不 会 是 一 个 娄 元 , 所 以 由 IY, 1, 推论 ， 

二 6 
二 和 ee 都 是 ea 的 真 因子 . 8 的 这 两 个 真 因子 之 中 至 少 有 一 个 不 能 
写成 素 元 的 息 积 ,不然 的 活 a 就 会 是 崇 元 的 莱 积 , 与 假定 冲突 ， 我 
们 得 到 了 结论 :假如 一 个 元 & 没有 分 解 ,那么 9 一 定 有 一 个 真 因子 
gi,01 也 没有 分 解 。 这 样 , 在 元 4 没有 分 解 的 假定 之 下 ， 我 们 会 得 
到 一 个 无 穷 序列 
站 站 1 Ca 

在 这 个 座 列 里 每 一 个 元 是 前 面 一 个 的 真 因子 .依照 引 理 1 这 是 不 
可 能 的 ,所 以 4 一 定 有 分 解 ， 

般 定 了 的 素 元 zp 能 驶 整除 起， 那么 

ab=7rp2(p) 
ab=0 {{p)) 

这 就 是 说 在 剩余 类 环 Ti(p) 里 ，a5 所 代表 的 类 辣 0 所 代 天 的 类 


= 和。 


Pr 1 


相同 : 

Lab] =[0]=[ejtd] 
依照 引 理 2, (2 是 最 上 大 理想 ， 朵 张 依照 而 , 9， 定理 ，IT1(P) 是 一 个 
域 ， 因 为 域 没 有 霉 因子 , 上 迪 的 式 子 告诉 我 们 

Ea]=[0] 或 [8 一 [0 


这 就 是 说 a 三 0 ({P)》 或 3=0 ((p)) 
as(pP) 或 be(p) 
这 样 pla 或 plb 证 完 
习 题 


31。 拟定 了 是 一 个 主 理想 环 ， 并 且 (8, 如) 二 {9)， 证 明 : 8 是 #8 和 4b 的 一 
全 最 夫 公 因子 , 因此 # 和 5 的 尾村 最 太公 因 于 避 都 可 以 写成 以 下 形式 : 
d=sa-+th (8, t€7) 
2. 一 个 主 理想 印 的 每 一 个 最 大 理想 都 是 由 一 个 素 元 所 生成 的 ， 
3 我们 看 两 个 主 再 想 环 了 工 和 姜 , 疡 是 上 的 子 环 ， 候 定 和 P 是 六 的 琴 
个 元 , 4 是 这 两 个 元 在 古里 的 一 个 最 夫 公 因子 ， 证 明 : 9 也 是 这 两 个 元 在 了 
里 的 一 个 最 太公 因子 . 


84. 欧 氏 环 


我 们 要 认识 的 第 二 种 唯一 分 解 环 叫做 欧 氏 环 。 

定义 一 个 也 微 一 个 欧 氏 环 , 假如 

(i ) 有 一 个 从 I 的 非 零 元 所 作成 的 集合 到 滨 0 药 整 数 集 合 
的 上 映射 由 存在 ; 

(JJ) 给 定 了 工 的 一 个 不 等 于 零 的 元 6， 工 的 性 傅 元 五 都 可 以 
写成 

th—ga+7r (gq, ref) 

的 形式 , 这 里 或 是 7=0 或 是 rf) 二 #$(@)， 
* Jj38» 


一 一 ~ -0 Rs le 党 ME 


例 整数 环 是 一 个 欧 氏 环 ， 因 为 ; 
$: G 一 |a| 一 $e) 《al 表示 整数 ea 的 绝对 值 ) 
是 一 个 适合 条 件 (i 的 距 射 给 了 整数 4 下 0， 任 何 整 数 5 是 可 以 
号 成 

b=gatr 

的 形式 ,这 里 了 = 站 或 弓 门 三 | 二 |@| 三 引 (G)， 

我 们 有 

定理 1 任何 欧 氏 环 了 一 定 是 一 个 主 理想 环 ， 因 8 而 一 定 是 一 
个 唯一 分 解 环 ， 

证 明 ”我 们 看 了 工 的 一 个 理想 扫 . 

若是 六 只 包 售 零 元 ; 那么 村 二 (000), 所 是 一 个 主 理想 . 

假定 轩 包 含 不 等 于 零 的 元 ， 由 欧 氏 环 的 定 关 ， 存 在 一 个 峡 射 
$; 生 这 个 髓 射 之 下 扩 的 每 一 个 不 等 于 零 的 元 7 有 一 个 象 由 we)， 并 
且 这 些 直下 者 是 关 0 的 整数 .在 这 些 关 0 的 笛 数 之 中 -- 定 有 一 个 
暴 小 的 ,因此 我 们 可 以 找到 下 的 一 全 不 等 于 雪 的 元 本 使 得 对 于 部 
的 任 俩 不 等 于 零 的 元 7 来 说 ,都 有 


bar) 
再 一 次 由 和 敬 氏 环 的 定 多 ,六 的 每 一 个 元 8 都 可 以 号 成 
=—ga+7 
的 形式 , 这 里 
7 一 0 碟 内 7)< 反 页) 
因为 吉 和 产 都 属于 对 ， 
T=b—qga 
世 属 于 时， 者 是 r+ 六 0, 那么 虹 有 一 个 不 等 二 过 的 元 7 通 全 条件 
$CT)SH a) 


与 4 的 取 法 不 会， 这 样 ， 
r=0, b= HA=(0) 证 完 


由 本 -上面 的 例 周 这 个 定理 我 们 立刻 有 
定理 2 整数 环 是 一 个 主 理想 环 , 畦 而 十 一 个 唯一 分 解 环 . 
另 一 种 常见 的 欧 氏 环 就 是 一 个 域 上 的 多 项 式 环 ， 我 们 先 证明 
一 个 
5| 理 假定 了 [zj 是 整 环 了 上 的 一 元 多 项 成 环 ， 了 1LZ] 的 元 
IER} = 
的 最 起 系数 ea. 契 了 的 “个 单位 ， 屠 各 了 Lo 的 任意 多 项 式 fw) 都 
可 以 号 成 
fo 一 (zy9f27+Yr(Z) (Caw), rr)EILr)) 
的 形式 , 这 里 或 是 7(o=0 或 是 rz) 的 次 数 小 于 go) 的 次 数 %， 
证 明 震 是 Jr)] 0 上 恕 是 fCx) 的 次 数 小 于 n， 那 么 我 们 取 
g(r) 一 0, r(z) = 二 fz) 就 行 了 。 假定 
开罗 一 站 十 十 再 (man) 


我 们 取 T(r)=a, Dur™ ” 
那么 
Tr) gr = bo (bv i Bade" t+) 
= fx) 


fitw) 一 人 或 了 于 以 人 的 深交 小 于 专 ， 假如 fi(z)}=0 或 导 了 ,C2 的 次 
数 已 经 小 于 1%w， 潮 么 联 4(2) 二 Cw) 就 行 了 ， 概 如 六 (的 次 数 还 
大 于 六 用 同样 的 方法 我 们 可 以 得 到 

fOr) — 0) Tr) Lr) gw) gtr) = fx) 
(w=0 三 丰 和 (7) 的 次 数 小 于 mw 一 1 这样 下 去 , 我 们 总 可 以 
得 到 

fre) = Ce) aa) tt de Jor) flr) 

3.(w) 二 0 或 是 了 Cw) 的 次 数 小 于 nn， 证 完 . 

由 这 个 引 理 我 们 很 容易 证 明 

定理 3 一 个 域 丰 上 的 一 元 多 项 式 环 了 [21 是 一 个 欧 氏 环 ， 
”和 4 


证 明 ”利用 多 项 式 的 次 数 我 们 显然 可 以 规定 一 个 合 于 条 件 
( 订 的 脆 射 , 怠 是 
$: J 了 fw) 一 了 (ww) 的 次 数 
假定 g(x)EFLz], 9(w) 二 0, 那么 g(x) 的 最 商 系 数 54, 二 0 但 9; 属 
于 域 五, 域 的 每 一 个 不 等 于 零 的 元 邦 是 一 个 单 撞 ， 所 以 由 引 理 , 每 
一 个 F[x] 的 fz) 都 可 以 写成 

f(r)=g(a) g(r) + r(r) 

的 形式 ,这里 7(w) 一 0 战 是 T(z) 的 次 数 二 g(x) 的 次 数 . 于 完 . 

广 意 ”以 上 两 节 的 结果 只 是 说 一 个 欧 氏 环 一 定 十 一 个 主 理想 
环 ， 一 个 主 理想 环 一 定 御 一 个 唯一 分 和 解 环 ， 亿 是 反 这 来 一 个 崔 一 
分 解 环 未 区 是 -一 个 主 理想 环 , 一 个 幸 理 想 环 也 未 必 是 一 个 砍 氏 环 .，. 
一 个 唯一 分 解 坏 不 是 一 个 主 理 想 环 的 例子 我 们 在 下 一 节 就 可 以 看 
到 .一 个 主 理想 环 不 是 一 个 欧 氏 环 的 例子 我 们 不 能 引用 到 本 书 里 
来 , 读者 是 以 全 看 : MotzKEin，The Euclidean algorithm, Bu- 
li. Amer, Math, Soc, 55, p. p. 1142—1146, (1949). 


习 是 


1. 证 于 , 一 全 域 - 定 是 - -个 欧 氏 环 . 
2。 我 们 看 有 理 数 域 了 上 的 一 元 儿 珊 式 环 呈 和 Txw]， 理想 
fr 十 1, 35 十 23 十 1) 
等 于 饶 样 的 一 个 王 理 更， 
3. 证 明和 出 所 有 寻 烤 只 上 人 ， 瑟 是 整数 ?所 作 不 的 环 是 一 个 欧 氏 所 【 取 
$a) 一 je 六 ， 


$5， 多项式 环 的 因子 分 解 


我 们 已 经 看 到 , 一 个 域 叉 上 的 一 元 多 项 式 环 FP[z] 是 唯一 分 解 
环 ， 克 磺 我 环 的 因 于 分 解 在 代数 里 占 一 个 特别 重要 的 地 位 ， 我 们 


“1141， 


在 这 一 * 节 里 要 专门 把 这 企 问 题 讨论 一 下 . 

我 们 将 要 得 到 的 结果 是 ; 一 个 唯一 分 解 环 上 的 多 元 多 项 式 
环 了 [wi Tas ;本身 也 是 唯一 分 和 解 环 . 

坟 下 我 们 依照 普通 习惯 , 把 一 个 素 多 项 式 虽 做 不 可 约 多 项 式 ， 
把 一 个 有 真 因子 的 多 项 式 也 做 可 约 多 项 式 ， 

我 们 洁 寺 论 瞧 一 分 和 解 环 了 上 的 一 元 多 项 式 环 I Lz]. 

首先 我 们 有 以 下 简单 事实 : 
《各 ) 工 的 单位 是 开 人 的 仅 有 的 单位 ， 
因为 : 了 的 单位 都 是 式 z | 的 单位 ,显然 ， 画 一 方面 , 佑 fz) 是 
下 3 的 单位 ， 

zez)8(o 一 1 (ow)eEILz]) 

那么 由 多 项 式 的 狐 沪 定义，f 帮 wo 同 ¥(zx) 的 次 数 都 第 于 零 ， 这 议 是 
说 ,f(xw), gCr)ET, f(z) 是 了 的 单位 . l 

企 以 下 的 讨论 里 我 们 需要 一 个 新 的 概念 ， 假定 

下) = oo +awT 

是 I[Lx] 的 一 个 多 项 式 ，、 那么 由 于 了 是 唯一 分 解 环 ,了 f (x) 的 系数 
ao ma 在 了 里 有 最 太公 因子 . 

定 久 [zj 的 一 个 元 2) 器 做 一 个 本 原委 项 式 ,假如 (0 的 
系数 的 最 大 公 因 子 是 单位 . 
{3) 一 全 本 原 多 项 式 不 安 千 于 堆 . 
《C) 若 本 原 多 项 式 六 ao 可 约 , 那 公 

f(x) -gC hr) 

这 里 yg(w)} 和 C2) 的 次 数 都 大 子 零 ,因而 都 小 于 了 (Cw) 的 次 数 . 

本 原 多 项 式 在 我 们 的 讨 丛 里 占 一 个 很 重要 的 最 位 .我 们 证 明 
重要 的 

引 理 1 假定 乒 o 一 8Cz 霹 (z、 那 系 ff(w) 是 本 原 争 项 式 , 当 
.7142 。 


+ - 的 
- 一 -一 -:- -~-- Ha i i en i i “ri _ 


而 也 只 当 只 z 有 和 让 zz) 都 是 本 原 多 项 式 的 时 候 . 

证 明 在 是 太 e 下 本 折 多 项 式 ， 显 然 民生 Ce) 也 时 旺 村 
占 多 里 式 . 

现在 假定 

yr ! 二 
严 f 2 bhie+ me 
是 末 个 在原 多 项 此 如 由 
fixy gryher}=ent ert 
不 是 本 原 多 项 式 ,; 那么 cos51,……* 有 个 最 太公 因子 dd 旨 不 是 了 的 
单位 ， 由 于 CB), (x) 三 0, RCw) 半 0, 因 而 f(x) 地 0,8 码 0， 这样 ,由 
十 卫 层 瞧 -一 分 解 环 , 有 一 个 了 的 素 儿 PP 本 以 整除 因而 溃 以 整除 
每 一 个 fr， 这 个 卫 不 能 整除 所 有 的 4 也 不 能 整除 饭 有 的 5;， 不 
然 gw) 利 | htx) 不 会 是 本 原 多 项 式 ， 假定 a, 和 5 各 g(xw) 各 
0 的 尖 一 个 不 能 被 各 除 的 系数 ，f(w) 的 系数 5,,, 可 以 写成 
以 下 形式 
Cirs—=0, Foard tod st 
+ 1 + Gab. 

在 这 个 式 子 里 除了 了 9,8, 以 外 , 每 项 部 能 被 整除， 所 以 4,8, 也 能 
拥 汪 整除 ,因而 由 于 了 在 叭 -一 分 解 环 ,a, 或 8, 能 被 2 整除 ,与 这 帅 
个 元 的 取 法 相反 .这 样 f(z) 必 须 是 本 原 多 项 式 ， 证 完 . 

现在 我 们 用 了 的 商 域外 来 作 作 上 的 一 元 多 项 式 环 @Lzj, 那么 
Mixj 包 含 [x]， 我 们 知道 Lx] 是 叭 一 分 解 环 ， 我 们 要 出 这 一 仁 
事实 来 证 明了 [zi 也 是 惟一 分 解 环 . 

引 理 % 人 xj] 的 每 个 不 等 于 零 的 多 项 式 (x) 都 可 以 写成 


Jo = fole) 
的 样子 ,这 里 a,5&7, folw) 是 TLx] 的 本 原 多 项 式 ， 若 是 890(w) 也 有 


* Ji 


-—— -rn re rp pp Eh i NF Cm er 


gotw) 一 efotx)} te 是 了 的 单位 ) 


证 明 8 的 元 都 可 以 写成 二 (ao,BE7,a 二 0) 的 样子 ,因此 


fix ) 一 22 十 2 + {os bE} 


了 电大 二 Coca， 那么 
fw) = Leo! ort er) (cil) 
陡 百 是 coci ea 的 一 个 最 天 公 因 于 ,于 各 
f(z) = fg) 
folw) 是 本 原 多 项 式 (TY,2, 习题 2)， 假 定 另 -方面 
f(4) = gz) 


c,dE7, gok2) 是 I[x] 的 本 原 多 项 式 ， 者 么 
hw) =bef ox) --adgo(w) 
是 Tx] 的 一 个 多 项 式 ， 由 于 fotw) 和 gn(w) 者 是 本 原 多 项 式 ,385 和 
44 一 定 阅 是 六 zy 的 系数 的 最 大 公 因 村 人 Y 2 习题 2), 因 面 
be 二 ead (se 是 了 的 单位 ) 
这 样 ef ox) = gotr) 证 完 
引 理 3 Tx] 的 一 个 本 原 多 项 式 fo(z) 在 I[z] 里 可 约 的 充分 
而 且 必 要 条 件 是 ; Jotw) 在 81ix] 里 可 约 . 
证 明 假定 fo(w) 在 外 [wj 里 可 约 ， 这 时 ， 因 为 fotw) 显然 也 
是 如 [2 的 本 原 多 项 式 , 由 (CC)， - 
Tolx) 一 gf 下 CT) 
gt2) 和 zw) 都 属于 久 [#js 并 且 它 们 的 座 数 都 大 于 零 。 由 引 理 2， 


folz) ~ gu wm) holz) = Drgo Cr)ho lm) 
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ab,a', BET oz 和 Fo(z) 都 是 了 2] 的 本 原 多 厌 式 .由 引 理 1， 
goCT)ho(z) 还 是 本 原 多 项 式 ; 由 引 理 2， 
frr) = egola) hotr) Ce 是 了 的 单位 ) 
因此 egot x), holw ET Lz] 
但 ego(z) 和 moto) 的 次 数 各 等 于 Yo 和 zw) 的 次 数 ， 因 南都 大 于 
零 : ego( 人 ww)，ho(w)EF; 出 (所 ), egolw) 利 hotw) 都 不 是 [zj 的 单 年. 
这 样 , 由 IY,1, 定理 3,fotzw) 在 TLxji 电 叶 约 ， 
假定 Ce 在 I[x] 里 可 约 ， 这 时 ,由 (CC)， 
f(x}—=g(r h(te) 
8fz) 和 Cx) 都 属 寺 I[x]， 并 旦 它们 的 次 数 都 大 于 零 。 这样 ， 由 
{入 ), 把 tz 和 2} 看 作 外 [7#] 的 了 元， 这 两 个 多 项 式 也 不 是 外 [zx] 
的 单 租 ;由 IY, 1, 定理 3,folz) 在 @[Lzj 里 可 约 ， 证 完 ， 
引 理 二 ”I[zx1] 的 一 个 次 数 大 于 零 的 本 原 多 项 式 fotw) 在 ILz] 
级 有 了 唯一 分 解 . 
证 明 ”我 们 上 竺 证明 7(z) 可 以 写成 不可 约 多 项 式 的 乘积 ， 若 
是 fkz) 本 身 不 可 约 ， 我 们 用 不 着 再 证 胃 什 么 .假定 ji(zy 可 约 . 
由 (CC} 和 引 埋 1， 
folw) = g(r) hots) 
go(#) 和 ho(z) 都 是 本 原 多 项 式 ,并 且 它 们 的 次 数 都 小 于 fC2) 的 次 
数 . 这 样 ,假如 got 和 holx)》 还 是 可 约 ， 我 们 又 可 以 把 它们 号 域 
次 数 更 小 的 本 原 多 项 式 的 梁 积 ， 由 于 folz) 的 次 数 是 有 限 正 整数 ， 
最 后 我 们 可 以 得 芭 
‘1) 并 oo = po Cx) po (ow) po te) 
Pb vw) 是 不 可 约 本 原 凶 项 式 . 
假定 0(w) 还 有 一 种 分 解 
(2) 于 oz) =a Cw) ow) gi Cw) 
那么 由 引 理 1, go (ww) 是 不 可 约 本 诛 多 项 式 、 由 引 理 3， 盐 22) 和 
-145 * 


: a 
-= 一 uma PP rp. CO 4 = aa 


上 


#52) 在 日 [xz] 里 还 是 不 可 约 ， 这 就 是 说 , (1) 和 (2) 也 是 folw}) 在 
[zj] 里 的 两 种 分 解 ， 但 8[x] 是 唯一 分 解 环 ,所 以 我 们 有 
r= 二 ft 
许 且 由 CA}, 我们 本 以 假定 
dh? (2) BJC) (a bE 


记 样 , 由 引 i 理 3， 
df 一 SP (ei 是 了 的 单位 } 
fotw) 在 ?ix] 里 有 唯一 分 解 。 证 完 . 
现在 我 们 可 以 证 明 
定理 1 有 是 了 居 唯 一 分 解 坏 ,那么 7[xj] 也 是 ， 
证 明 我们 看 I[#j 的 -个 不 是 零 也 不 是 章 位 的 多 项 式 (x). 
若 fz)E7,， 那么 由 于 了 是 唯一 分 解 环 ，f (zx) 显然 有 唯一 分 解 。 车 
jz)? 是 本 原 多 项 式 ， 由 引 理 4,f 了 (lw?) 也 有 唯一 分 解 ， 这 样 ， 我 们 只 
fw) = a fotw) 
不 是 了 的 单位 , flw) 是 深 数 天 下 零 的 本 原 多 项 式 时 的 情形 ， 
这 时 , 因 中 有 分 解 
d=PIpa'**Pn (pi 是 了 的 素 元 ) 
fo(2) 有 分 解 
fz)= py Ca po (ee) pi (em) 
20 TX 是 不 可 约 本 不 多 项 式 , 所 以 f(zw) 在 J[xj 里 有 分 解 : 
fr) = pp pp (ep (Ep Cr 
假定 f(2) 在 J[xj 里 有 另 … 种 分 解 : 
本 (一 仙人 
gEf OoDE7 gi gw) 者 是 f[x] 的 不 可 约 多 项 式 ， 这 寺 ,g; 一 
定 是 [的 素 元 , 4967(w) 一 定 是 不 可 约 本 原 多 项 式 ， 因 为 ; q; 车 不 是 
,I46* 


了 的 素 元 , 显然 也 不 会 是 1[x] 的 不 可 约 多 项 式 ; 85*Cz) 若 不 是 本 原 
多 项 式 ; 它 的 系数 的 最 大 公 因 子 dd 显然 是 它 的 一 个 真 因 了 于， 败 击 
gw 也 不 会 是 不 相约 多 需 式 ， 这 样 由 3| 理 1 和 2 ,我 们 有 

《3) fola) = pala) ep ar) =T eg se) gw) gh (x) 

e 是 二 的 单位 ; 因 击 


(4) d= pgp Le fa" 

(3) 式 表示 的 居 本 原名 项 忒 fot) 的 晤 种 分 和解, 因而 由 3| 理 4， 
一 全 

而 且 我 们 可 以 假定 


Cw) = apo (x) 《ei 是 了 的 单位 ) 
(4) 表示 的 是 了 唯一 分 和 解 环卫 的 元 4 的 两 种 分 解 , 因而 
n= 
而 且 我 们 可 以 假定 
. gi = rp (2; 是 了 的 单位 ) 

这 样 , [+1 是 唯一 分 解 环 ， 证 范 ， 

由 定理 1, 应用 归纳 法 立 录 可 以 得 到 

定理 2 若 了 是 隆 一 分 解 计 ,那么 FLziza， …， ze] 也 是 ,这 里 
zl X29 “yw 十 1 上 的 无 关 米 定 元 ， 

由 定理 1, 当 了 是 整数 坏 的 时 剧 ,，7[xj] 蚌 一 个 唯一 分 解 环 .， 但 
我 们 知道 , 这 个 多 项 式 环 不 是 一 个 主 理想 环 ( 下 ,7， 例 3)， 这 样 ,我 
们 有 了 一 个 唯一 分 解 环 不 是 主 理想 环 的 例子 . 


™ 


车 题 
1. 恨 定 工 是 一 个 唯一 分 解 环 ， 间 是 了 的 商城 ， 证 明 ，zLz 的 一 个 冤 项 
式 阁 是 在 曲 -£] 果 可 约 , 它 三 了 [时 世 绎 可 约 . - 
2、 眼 定 IT[zx] 是 整 环卫 上 的 一 元 名 顺 式 坏 ， 了 (7) 属 十 了 x] 但 不 局 干 工 
并 且 Fo 的 最 商 系 数 是 工 的 一 个 单位 证明 (ww) 在 xj 时 有 分 解 . 
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$ 6， 因 子 分 解 与 多 项 式 的 根 


在 这 一 章 的 最 后 我 们 讨论 一 下 ， 一 个 整 环 了 上 上 的 一 元 多 项 陈 
环 fxzJ 里 的 因子 分 解 间 多项式 的 根 的 关系 。 这 一 秆 的 结果 都 是 
中 学 代数 的 局 知 定理 的 推广 . 

我 们 先 下 

定名 工 的 元 a 蚂 艇 I[x] 的 和 多项式 f(x) 的 一 个 根 ， 假 如 
f(a)=0. 

我 们 有 

定理 1 a 是 fw) 的 -~ 个 根 ， 当 而 且 上 只 当 了 (ww) 能 被 x 一 a 整 
除 的 时 候 ， 

证 明 假定 x 一 a 能 能 整除 f(xw)， 

fH) = (za) gr) 
那么 出 亚 ,6, 定 理 3， 
fa}={a—a}rta)}=d 

& 是 fw) 的 根 ， 

反 过 来 假定 a 是 f(x) 的 和 根 ， 因 为 x 一 9 的 最 高 系数 1 是 一 个 
单位 ,依照 IY, 4, 引 埋 ， 

fm) =qr) te —a) Fr, rel 
用 & 代入 ,得 f(aq) 一 SG (a — a) 十 了 
但 由 根 的 定 交 :en 一 0, 所 1 
妖 一 他 
fx) = 一 呈 

7 一 让 能够 整除 扰 2)， 证 完 ， 

定理 2 /的 上 个 不 同 的 元 1,f02s ye 都 是 所 ww}》 的 根 , 涩 而 
且 只 当 扩 #0) 能 被 C 一 jz 一 42) (一 G4) 整除 的 村 侠 . 
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证 明 f(x) 若 是 能 名 被 (x 一 41) (4 一 42) (x 一 4,) 整 除 ， 显然 
6 az sy Gi 都 是 jw) 的 概 . 
现在 假定 41, Qs，….0, 都 是 iz) 的 根 . 由 定理 1， 
ft (zz 一 GD 六 (2) 
用 aa 代入, 得 0 = (as—a)f (ds) 
但 as 一 后 二 由 了 到 役 有 军国 了 , 所 以 万 人 as) 一 0，a; 是 人 (zx) 的 和 报 ， 
因此 
f(z) = (0) fa) 
fr) = Cr— a tr 0) tr) 
这 样 下 去 , 得 到 
有 = ea a) ra) f(x) 证 完 
推论 ” 若 fx) 的 次 数 是 w， 那 么 f(xw) 在 了 里 至 多 有 ssw 个 根 . 
根据 定理 2, 我 们 下 
定 愉 了 的 元 5 叫做 fz) 的 一 个 量 根 ,假如 f(x) 能 被 (w 一 4)* 
整除 ,是 大 于 1 的 整数 ， 
关于 重 报 我 们 有 一 个 类 似 定理 1 的 定理 ， 不 过 在 这 里 我 们 需 
要 导数 这 - -个 概念 ， 


定义 ”由 多 项 式 | 
下) = Gr 二 
唯一 决定 的 多 项 式 
fr) =nae 1 CR oT" + 十 可 
叫 敌 ff2z7 的 导数 . 


导数 适合 以 下 计算 规则 : 
[Fe 十 BE 了 一 于 (十 (zy 
[fr gee) = F909 (wr) gr) fs) 
[fOr) = tf C02) f(r) 
这 几 个 公式 可 以 由 以 上 定 关 纯 代 数 地 算出 米 ， 这 一 点 我 们 不 
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证 明 了 . 
定理 3 f(x) 的 一 个 根 & 是 一 个 重 根 , 当 而 竺 只 当 了 (能 被 
Zz 一 4 整除 的 上 圭 候 . 
证 明 假定 a 是 f(r) 的 重 根 ,那么 
， fx)= (tr- ao) gr) (E>>1) 
fw) = -a ye) + ktr— a lig(r) 
= (wa (roa) g(r) + hog) 
了 (wz) 能 能 被 (x 一 a) 整除 ， 
假定 不 是 f(x) 的 重 根 , 那么 
fa) =(x—a) gs), (x—a) + or) 
fa) = —a gw) + g(r) 
Fa}=~nta) 二 0 
fF?) 不 能 被 (5 一 9) 整除 ， 证 完 ， 
推论 ”假定 Tfx] 昆 一 个 唯一 分 解 环 . 的 元 a 是 六 ww}) 的 一 
个 重 根 的 充分 而且 必要 条 件 野 : xz 一 3 能 整除 fz) 和 了 tw) 的 最 大 
公 因 子 . 


习 题 
1. 恨 定 羡 是 横 15 的 剩余 类 环 ， 玉 Cz] 的 多 项 式 zx! 在 下 里 有 饼 少 个 椒 ? 
2， 人 假定 所 是 模 3 的 翻 余 类 环 , 我 们 看 五 [zj] 的 者 项 式 了 w=x3 一 x 证 
明 ， 产 co 一 小 . 古 管 二 是 王 的 哪 一 个 元 ， 
3. 延明 本 节 的 导数 计算 规则 ， 
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第 五 章 扩 域 


在 这 一 章 里 我 们 要 对 于 域 作 - 些 进一步 的 过 论 . 我 们 不 准 香 
证 盟 一 些 复杂 的 结构 定理 , 而 主要 是 对 单 扩 域 、 代数 扩 域 、 多项式 
的 分 裂 域 . 有 限 域 和 可 离 扩 域 作 一 些 讨 论 . 


$1， 扩 域 , 素 域 


我 们 先 说 明 一 下 ,研究 域 所 用 的 方法 ， 

定义 一 个 万 加 叫做 一 个 域 的 扩 域 (扩张 );， 假 如 玉 是 如 的 
子 域 ， 

我 们 知道 , 实数 域 是 在 它 的 子 域 有 理 数 域 上 建立 起 来 的 ,而 复 
熬 城 是 在 它 的 于 域 实数 域 上 建立 起 来 的 .研究 域 的 方法 就 是 :从 
+ 全 给 定 的 域 出 发 ,来 研究 它 的 扩 域 . 

这 就 有 如 何 选 择 域 所 的 问题 ， 我 们 有 以 下 事实 . 

- 室 理 1 令 召 是 一 个 域 ， 若 吾 的 特征 是 >， 那 么 加 含有 一 个 
生 有 更 区 问 的 子 吧 久 人 的 符 征 下 到 2 那么 召 售 有 一 个 与 
有 : 丽 同 均 的 于 域 , 这 驳 数 环 (P) 是 由 zp 符 成 的 主 理想 . 

证 明 ” 域 百 包含 一 个 单位 元 e， 办 此 召 也 包 合 所 有 we (是 
整数 )， 令 ER' 是 所 有 we 作成 的 集合 ， 那 么 
»: . 2——>ne 
显然 是 整 数 环 吾 到 吾 ' 的 一 个 同 态 满 射 . 

情形 1 如 的 特征 是 se， 这 时 天 是 一 个 同 构 上 映射 ， 

i RR 
但 屎 包含 R' 的 商 域 已 ， 由 亚 10, 定 理 4,F' 与 吾 的 商 域 ， 也 就 是 
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有 理 数 域 同 构 . 
情形 2. 至 的 特征 是 素数 m， 这 时 


RI 一 
此 处 半 是 的 核 . 但 ”一 一 ~ 
区 
所 C3 因而) 由 人 9 2, (p) 是 一 个 最 大 理想 , 另 
一 方面 ， | 
1 一 -一 > 二 站 
所 以 各 闪 ER 醒 六 二 Cp)。 因 而 
~ RW)eR' 证 完 


有 理 数 域 和 E/(p) 显 然 都 不 含 真子 域 . 

定义 一 个 咸 叫做 一 个 素 域 ,假如 它 不 含 真子 域 . 

由 定理 1 知道 : 一 个 素 域 或 是 与 有 理 数 域 同 构 , 或 是 与 Bp) 
闻 构 ， 因 此 定理 1 的 另 一 形式 是 

定理 2 令 玉 是 一 个 域 ， 若 召 的 特征 是 ce=， 那 务 四 包含 一 个 
与 有 理 数 域 同 构 的 素 域 ; 著 如 的 特征 是 素数 力 , 那么 豆包 舍 一 个 与 
Ri(p) 同 构 的 素 域 . 

由 定理 2, 一 个 任意 域 都 是 一 个 素 域 的 扩 域 ; 因此 ， 如 时 我 们 
能 拓 决 定 素 域 的 所 有 扩 域 ， 我 们 就 掌 担 了 所 有 的 域 . 但 素 实 上 上 研 
究 素 域 的 扩 域 并 不 比 研 究 一 个 任意 域 的 扩 域 来 得 容易 国 站 我 们 
研究 域 的 普通 方法 是 : 设法 决定 一 个 任意 域 允 的 所 有 扩 域 如 

现在 我 们 极 粗略 地 描述 一 下 一 个 扩 域 的 结构 . 

令 召 是 域 F 的 一 个 扩 成 ,我们 从 万 里 取出 一 个 子 集 态 来 .我 
们 用 了 CS) 表 示 含 末 和 有 的 吾 的 最 小 子 域 , 把 它 电 做 水 直 集合 六 于 
F 所 得 的 扩 域 . 

FtS) 的 存在 容易 看 出 ， 因 为 , 吾 的 确 有 含 了 和 六 的 子 域 , 病 各 
万 本 身 ,一 切 这 样 的 子 域 的 交集 显然 是 含 P 和 恒 的 吾 的 殿 水 子 刺 . 
二 ， 
aa 


更 具体 地 说 , F(S) 刚 好 包含 如 的 ~ 切 可 以 写成 


jCa, 人 2 x 
4 1 了 一 
人 jaCaly Ga Cn) 


阳 式 的 元 ,这 里 iaaa …。 ,是 上 中 的 攻 刘 有限 个 元 开 而 所 和 
了 5 关 0) 是 下 上 的 这 些 e 的 多 项 式 . 这 是 因为 : PCS) 既 然 是 含有 下 
者 & 的 一 个 域 , 它 必 然 含 有 一 切 可 以 写成 形式 (1) 的 元 ; 另 一 方面 ， 
一 蔬 可 以 写成 形式 (人 1) 的 元 已 经 作成 个 含有 王 入 的 城 . 

适当 选择 性 , 我 们 可 以 使 下 = 了 LS)7， 全 如， 取 心 王 加 ， 就 可 以 
御 到 这 一 点 ， 实 际 上 , 为 了 作 到 这 一 点 ,常常 只 须 取 召 的 一 个 真子 
梨 9. 

现在 假定 证 ==F(S)。， 那 么 按照 上 面 的 分 析 , 如 是 一 切 添 加 S 
的 有 限 子 集 于 玉 所 得 子 域 的 辛集 。， 这样， 求 五 就 归结 为 求 添 加 有 
限 集 于 FF 所 得 的 子 域 以 及 求 这 些 子 域 的 并 集 . 

若 妨 是 一 个 有 有 限 集 :总 = (ai ca …, 0%}， 邯 么 我 们 也 把 (5) 
记 作 

~ 下 人 Gy tas"*, Gn) 

也 烙 添 加 元 素 a aa …p an 于 了 所 得 的 子 域 . 

为 了 便于 讨论 添加 有 限 个 元 素 所 得 的 子 成 ， 我 们 证 明 下 述 的 
一 般 定理 ， 

定理 3 令 加 是 天 丈 的 一 个 扩 感 ， 而 咏 和 六 :是 吾 的 两 个 子 
集 ， 那么 


| 


FOSIDCS) 一 机 LU So) = POH (01) 
证 明 FC(S.)C52) 是 一 个 包含 5S, 和 人 的 吾 的 子 域 ， 而 
F(SIUS2) 是 包含 PF 和 SiUAs 的 召 的 最 小 于 域 . 因此 
(2) FISD(S2 OFC UY Ss,) - 
- 所 一 方才 ;FCS1 术 3) 是 一 个 包含 所 、 二 和 二 ys， 因而 是 -4 息 人 
有 人 有 和 划 的 到 约 子 域 ， 但 了 (030S3) 是 包含 了 (3 和 心 ;的 也 
中 = 时 全 村 


的 最 小 子 域 ， 因此 


(3) FOSI)(CSI CF LS,) 
由 (2) 和 C3), 得 
FOS) (CS) — POS S;) 
同样 可 以 得 到 
FS CH) = 下 (SU Sa) 证 完 
根据 定理 3, 我 们 可 以 把 添加 一 个 有 限 集 归结 为 陆续 添加 单个 
的 元 类 , 例如 


Fa to, 02) = PA) (oa) ta,) 
害 义 ” 漆 加 一 个 元 素 & 十 域 下 所 得 的 扩 域 (a) 叫做 域 下 的 
一 个 单 扩 域 (扩张 ). | 
单 扩 域 是 最 简单 的 扩 域 ,我 们 在 下 一 市 将 先 讨论 这 种 扩 域 的 
结构 . 


习 
证 明 : FLS) 的 一 切 滥 加 号 的 有 限 子 集 于 已 所 得 的 子 域 的 并 集 是 一 个 域 . 


§2. 单 扩 域 


假定 百 是 域 正 的 扩 域 ,而 a 是 玉 的 一 个 元 ， 

要 讨论 单 扩 域 Ca) 的 结构 , 我 们 把 吾 的 元 分 成 两 类 . 

定义 a 叫做 域 亚 上 的 … 个 代数 元 ， 假 如 存在 下 的 不 都 等 于 
零 的 元 Boy Gn 使 得 

Go ta od 

假如 这 样 的 qo,a1,…,a, 不 存在 ,a 就 叫 艇 玉 上 的 一 个 超越 元 ， 若 
立 是 下 上 的 一 个 代 做 元 ，P Ga) 就 叫做 下 的 一 个 单 代数 扩 怒 : 车 雪 
是 至 上 的 一 个 超越 元 ,Ra) 就 到 做 三 的 一 个 衣 超 起 条 域 ， .i 


+" 下 学 


也 


ke” 


单 扩 域 的 结构 通过 以 下 定理 可 以 擎 提 . 
定理 1 霹 a 是 六 上 的 一 个 越 越 元 ,那么 
F(a) 守 FIx] 的 商 域 
这 里 zj 是 地上 的 一 个 坟 定 元 的 多 贰 式 环 . 
者 a 是 六 上 的 一 个 代数 元 , 那么 
Fra)Flr)/(p(r)) 
这 里 p(x) 是 F[#1 的 一 个 队 一 确定 的 ,最 高 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 
式 , 并 二 Ppla) 一 0. 
证 明 a) 亿 含 站 上 的 a 的 多 现 式 环 
Flaj]={~t] DO aa, qaEF)} 
我 们 知道 ， 


> ri qo 
是 性 上 的 未 定 苑 z 的 多 项 式 环 HTz] 到 六 Le] 的 同 态 镀 射 .现在 我 
们 分 两 个 情形 来 看 . 
情形 1. & 是 下 上 的 超越 元 .这 叶 以 上 瑞 射 是 同 均 映射 ; 
Flals=F[:] 
由 亚 , 10, 定理 4， 
FLe] 的 商 域 宇 [x 的 商战 
由 亚 , 10, 定理 3, 我 们 可 以 知道 ， TAY) OF TA) 
(1) FfLa] 的 商 域 CP 了 Can 
另 一 方面 ,了 Ee] 的 商城 包含 六 也 包含 a; 二 此 ,由 二 (a) 的 定 交 
(2) Fa)CFLa] 的 桐城 
由 (1) 和 (2) 得 
Ge) 一 FLaj 的 座 域 FH 
轨 移 Fey > FiX) 
， QD) 二 了 FLz]1 的 商 域 
情形 2. a 是 六 上 的 代数 元 ， 这 时 
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-aE 
这 里 外 是 上 述 同 杰 满 射 的 核 ， 由 I7, 4, 定理 3 和 定理 1， 调 x] 是 
一 个 主 理想 环 , 所 以 
并 =(p(z)) 
Fiz] 的 一 个 卡 理 捐 的 两 个 生成 元 能 够 防 相 整除 ， 因 而 它们 只 能 差 
一 个 单位 因子 ,而 下 2] 的 单位 就 是 殖 的 非 零 元 ， 所 以 令 P(z) 的 最 
离 系 数 是 1, pz 就 是 唯一 确定 的 . 由 守 关 得 ; pta) 二 0 由 此 
得 p(z) 不 是 也 的 非 零 元 .但 是 天上 的 代数 元 , 所 以 PCW) 也 不 是 
零 多 项 式 ， 因 此 , p(x) 的 次 数 之 六 和 
我 们 说 , pLx) 是 F[w] 的 -个 不 可 约 多 项 式 ， 不 然 的 话 ， 将 有 
PT) 二 gC2)RCF)，g(w) 和 和 2) 的 次 类 二 2(z) 的 次 数 
从 而 得 pa) :gla)h(a)=0 
但 gta) 和 (a) 都 是 域 F(a) 的 元 ,而 域 没 有 零 因 子 ， 所 以 由 上 式 
可 以 得 到 . 
~ ge)-0 或 从 0， 
这 斌 是 说 , g(x) 所 或 zz)E 当 ,其 
pCz) 19Cx)》 或 p(x) h(x) 
这 是 一 个 邓 居 ， 

这 样 ,p(2) 是 一 个 不 可 约 多 项 式 ， 因 而 (plz)) 是 F[w] 的 一 个 
最 大 理想 ， 而 到 直 / (p(w)) 是 一 个 域 ， 这 样 , 8[aj 是 一 个 域 ， 但 
FLa] 包含 了 也 包含 we, 并且 FEa]CF(Ca), 所 以 

Fla)= Flal]sF[lx]/ (p(x)) 证 完 

座 上 定理 把 单 扩 域 归结 到 我 们 已 经 知道 的 域 ， 当 a 是 域 素 上 
代数 元 的 时 候 ,我 们 还 可 以 把 F(a) 描 述 得 更 清楚 一 点 . 

定理 2 今 z 是 域 严 上 的 一 个 代数 元 ,并 是 


Car 尘 对 人 
那么 Ba) 的 每 一 个 元 都 可 区 礁 一 地 表 成 ” 4， 


“ 156. | 


下 1 = 周 
- 。 - 2 - 了 
i aa Hh i ‘ 


he | 
Daa’ (utF) 


的 形式 ， 这 盟 % 是 J(%) 丽 次数， 雪 把 这 样 的 两 个 多 项 式 了 (a) 和 和 
4(a) 相 加 ， 只 需 把 相当 的 系数 相 加 ; fla) 与 9(a) 的 乘积 等 于 


+(a), 这 里 rCZ 是 Cw) g(x) 所 得 的 余 式 ，7 


证明 由 于 天 (a) 二 FP[aj, 记 以 F(a) 的 一 个 任意 元 8 可 以 写 


成 
Bhla)= obita'} (bEF) 
的 形式 . 但 
hx) —=qw pe) + re) 
其 中 


二 一 】 
rm) = Sar (ntk) hes 
i 0 


因而 ， no 
一 nl 


B=h(a)=r(a) = Yao 
t = 


这 种 表示 法 是 唯一 的 ， 因 为 :假如 “ 
==?) 二 rot)，r1(2) 和 72(2) 的 次 数 二 n 
那么 
ria)— ?a0) = ) = 0 
Pe) I ECL) 
潜入 (4) 的 次 数 二 wn, 得 
LCs) =—=0, ri(w)—=rls) 
由 纪 上 证 明 可 以 看 出 , 定理 的 后 一 部 分 上 成立， 证 完 ， 
”我们 已 经 看 到 ， 多 项 式 所?) 对 于 一 个 单 代数 扩 域 的 重要 性 . 
, 类 只 显然 是 理想 时 里 的 一 个 次 数 最 低 的 多 项 式 . 
* 157 。 


定义 ”F(z) 中 满 是 手 件 bfa?=0 的 次 数 最 低 的 多 项 式 
PDE) = FT tT 十 

吊 微 元 a 的 在 了 上 的 极 小 参 项 式 ，# 叫做 a 的 在 也 上 的 次 数 . 

以 上 的 讨论 是 在 域 丈 有 扩 焉 如 的 前 握 下 进行 的 ， 现 在 我 们 
问 ,若是 只 给 了 一 个 域 丙 十 不 是 有 夯 的 单 扩 虞 存在 ? 

存在 了 玉 的 单 想 越 扩 域 容易 让 出， 我 们 知道 ， 玉 上 的 一 个 玉 定 
元 zx 的 多 项 式 环 [Lx] 和 F[xj 的 高 战 都 是 存在 的 ，FLxj 的 疝 域 显 
然 是 包含 了 和 Zz 的 最 小 域 , 而 按 提 定义 , 是 下 上 的 一 个 
超越 元 . 因此 F[xz] 的 商 域 就 是 五 的 一 个 单 超越 扩 球 ， 由 定理 1， 
了 的 住 何 单 超越 扩 城 那 臣 司 构 的 . 

现在 我 们 证 

定理 3 对 子 任 一 给 定 域 下 以 及 户 上 一 元 多 项 式 环 了 Le] 的 
给 定 不 可 约 多 项 碟 一 | 

P(r) = x 
总 存在 盏 的 单 代数 扩 域 FCg)， 共 中 其 五 上 的 极 小 多 项 式 是 
pr “Fa 1 一 
x 证明 有 了 下 和 plz#), 我 们 可 以 作 剩 余 类 环 
EK'=FLe] (nr)) 

因为 pCz) 是 不 可 约 多 项 式 , 所 以 Cp(%w)) 是 一 个 最 大 理想 ， 因 而 下、 
是 一 个 域 . 

我 们 知道 , 有 了 F[z] 到 下 的 同 凡 满 身 

fl —— fr) 

这 里 用) 是 所) 所 在 的 剩余 类 ， 由 于 FCF[z], 在 这 个 同 态 满 射 
之 下 ,有 一 个 象 下 CCK', 首 且 了 与 下 同 本， 但 对 于 天 的 元 a 和 5。 
来 说 ， 


tr 


b> 部 t+o—b, ¢—bA0—-Sab 
所 这 玉 与 了 同 构 . * 由 于 五 ' 和 下 没有 共同 元 ,根据 下 ,5, 定理 
* JP 


& 


本 


4 我 们 可 以 把 K' 的 子 集 记 用 玉 来 掉 换 ,而 得 到 一 个 域 下 ,使 得 
EK', FCEK 
现在 我 们 看 FLx] 的 元 x 在 玉里 的 象 区 由 于 
PE) = 十 二 0 夺 0 【BC 
所 以 在 下 "里 
FE* 十 Er 1 十 … 十 加 一 
因此 ;假如 我 们 把 到 在 下 里 的 逆 象 叫做 a, 我们 就 有 
a 二 0 
这 样 , 域 不 包含 一 个 下 上 的 代数 元 4. 我们 证 明 , P(x) 就 是 a 在 了 
上 的 极 小 多 项 起， 令 PCz) 是 w 在 下 上 的 辍 小 多 项 式 ， 那 么 [zz 
中 一 其 满足 条 件 fta) 一 0 的 多 项 不) 显然 作成 一 个 理想 , 而 这 
个 理想 就 是 主 理想 (pi(x)) (参看 17Y,4, 定 理 1 的 证 湖 )， 人 因此 p(x) 
能 被 nk) 整除 。 但 Mo 不 可 约 , 所 以 一 定 有 
所 多 ) Apes), EF 
但 pC) 和 wilw) 的 最 痪 系数 都 是 ]， 所 以 4a= 1 而 
pr) = Ptr) '} 
因此 我 们 可 以 在 域 直 中 作 单 扩 虞 了 ta)， 而 了 la) 能 满足 定理 
的 要 求 . 
”实际 上 , F(ag)= 二 下， 这 一 后 我 们 留 给 读者 去 证 明证 完 ， 
给 了 域 五 和 [zj] 的 一 个 最 高 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 22#)， 
请 能 存在 若干 企 单 代数 扩 域 ,都 福 足 定理 3 的 变 求 ， 但 我 们 有 
定理 和 令 了 (c) 和 了 PCB) 是 域 了 的 两 个 单 代数 扩 域 ,并且 . 
和 和 户 在 互 上 有 相同 的 极 小 多 项 式 Fx)， 那 么 卫 (a) 和 下 及 同 构 . 
”证 哺 矶 定 N5] 的 次 对 古 7 闭 么 F(a) 的 完 鄞 可 以 写成 


二] 和 一] 。 

六 oa! 的 形式 , 而 F(A) 的 元 都 可 以 写成 定 ， 4 所 的 形式 ， 这 里 
Fi im 

| 


所 353 


= 
+ ph pp 1 -repr Le othe pri Th ee ee TO 


三 or: ,Sap 


[| 
显然 是 F(a) 与 PB) 间 的 同 构 映 射 ， 证 完 
总 起 来 , 我 们 有 
定理 5 在 同 构 的 意义 下 ， 在 在 而 且 仅 存在 域 罗 的 一 个 单 扩 
域 PCa), 其 中 心 的 极 小 多 项 式 是 亚 [z] 的 给 定 的 ,最 高 系数 为 工 的 
不 可 约 多 项 式 . 


村 是 


~ 1. 仿 声 是 域 了 的 一 个 扩 域 . 而 ak5， 证明, gq 是 了 上 的 个 代数 元 , 济 
"Ty 


rs 站 上 上 
且 Fla)=F. Ca Te) eT - 


庆 - 
2 是 有 并 投 设 ”复数 i 在 上 出 要 让 多 项 式 各 是 什么 
327 十 1 了 十? 3 
Ft 中 天 同 构 ， 21- 于 一 
t) 可 | 是 再 一 一 全 i 
和 


4， 证 明 , 害 理 3 中 的 Pfay= 


_ 一 
- sy a 好 -> 
| 让 i 


-7 - §83. 代 数 扩 城 


上 一 人 的 结果 告诉 我 们 ， 把 域 闷 上 一 个 超越 元 或 一 个 代数 元 
漆 加 二 下 所 得 到 的 单 扩 域 的 结构 完全 不 同 . 

我 们 有 以 下 事实 : 访 恕 是 下 的 一 个 扩 域 ,并 且 刀 含有 了 上 的 超 . 
。 越 元 ， 电 那么 总 存在 如 的 一 个 子 域 人 ， 

加 PETEE z 
.使 得 全 是 由 添加 卫 上 的 超越 元 于 下 而 得 到 的 ， 而 如 只 合 全 上 的 代 
数 元 . OO 
”这 一 事实 的 证 明 已 超出 未 书 的 范围 这 个 事实 告诉 我 们 ， 一 
个 扩 域 可 以 分 戌 两 部 分 ;一 个 超越 的 ,一 个 代数 的 部 分 ， 我们 以 下 


9 上村 和 | 


1 
- 站 有 
一 间 - 
Ti a a 3 


| 


将 不 再 讨论 超越 的 扩 域 ,而 上 只 对 代数 的 扩 域 作 一 些 进一步 的 研究 ， 
定义 车 域 王 的 一 个 扩 域 召 的 每 - 一 个 无 都 是 二 上 的 一 个 代数 
元 ,那么 加 叫做 也 的 一 个 代 效 扩 域 (扩张 ). 

我 们 首先 提出 纪 下 问题 假定 考 = 了 (0S) 是 添加 集合 总 于 域 卫 
所 得 的 扩 域 ,并 且 总 指 元 者 是 轴 上 的 代数 元 ,那么 吾 的 元 是 否 都 是 
六 上 的 代数 元 ? 

汶 了 解答 这 个 问题 ,我 们 需要 扩 域 和 的 次 数 这 一 个 概念 ， 

假定 下 古 域 下 的 一 个 扩 起 .那么 对 于 着 的 如 法 和 站 x 品 到 玉 
的 乘法 来 说 ,五 作成 上 列 一 个 向 量 空间 ， 作 为 上 的 向 量 空间 ， 
书 或 者 有 -个 维 数 n,n% 是 正 整 数 ; 或 者 是 一 个 无 限 维 空间 ， 

定 流 ”者 是 域 下 的 - -个 扩 域 癌 作 为 玉 上 的 向 量 空 间 有 维 数 nn， 
那么 7% 员 做 扩 域 吾 在 下 上 的 次 数 ， 记 做 (五:F)。 这 时 吾 叫 做 域 玉 
的 一 个 有 限 扩 域 ; 否则 五 叫 敌 域 下 的 一 个 无 限 扩 域 ， 

甘于 扩 堪 的 次 数 我 们 有 重要 的 

定理 1 令 T 苹 域 丰 的 有 限 扩 域 ,而 五 是 了 的 有 限 扩 域 ,那么 
亚 也 是 所 的 有 限 扩 域 , 并且 


ys CHEF HN (Tr) 
证 明 设 (1: 记 一 7, (EB: 门 二 8, 而 alyaz myc 是 向 量 空间 了 
存 卉 玉 上 的 一 个 基 , 81, 61，…，B, 是 向 量 空 间 台 在 感 工 上 的 一 个 


那么 


， 基 ， 厦 的 元 


riB, i=1,2,*,7; 7=1,2,", 8) 
我 们 只 人 须 证 明 , 这 rs 个 元 是 向 量 空间 吾 在 域 下 上 的 一 个 基 . 设 
>_au.p,=0 (oe ) 


se 


SNF a )8, =0, Saasél 
由 手 8, 对 于 Tx 


了 > aiie -0 (j=1,2,.,8) 


但 a; 对 于 王 浅 说 线 性 无 关 , 因 而 
aii=0 (i=1,2,. rj -1,2,.,8) 
这 就 是 说 ， 以 上 的 rs 个 吾 的 元 aiB; 对 于 下 来 说 线性 雹 关 ， 现 在 
假定 是 豆 的 一 个 任意 元 ， 因 为 8; 是 了 上 的 吾 的 一 个 基 ， 
~ > 08, (ef) 


只 里 于 oa; 是 下 上 的 了 的 一 个 基 ， 
0 = > ce, ja: ei, EF) 
这 样 ,我 们 有 
w= > er ap, 
这 就 证 明了 , ga;8; 是 向 量 空间 婧 在 域 上 的 一 个 基 ， 证 完 ， 
定理 1 的 一 个 吉 接 结果 是 
推论 1 - 令 F, 忆 ,…, ,是 域 ,其 中 后 一 个 是 前 一 个 的 有 限 扩 
域 ， 那 么 以 下 等 式 成 立 ; 
CF = CF,:F Aah :Fr) 
在 我 们 证 明 下 述 几 个 定理 来 解答 前 面 提出 的 问题 
定理 入 令 F=fFiy 腊 达 
天 的 一 | : 
证 明 令 a 在 上 的 极 小 多 项 式 的 次 数 是 na， 由 ,2, 定 旭 2， 
国 =Fla) 的 每 一 个 元 都 可 以 唯一 地 表 成 z 
gota 1G2 (CoEF) 
的 形式 ， 这 就 是 说 ,元 全 4,，a"! 作 威 忆 上 向 量 空间 妃 的 一 个 
.- 基 ,因此 召 是 下 的 一 个 名 深 有 限 扩 域 ， 分 B 是 是 的 加 从 纤 章 


1 BB, De， i 2 i 在 种 


中 存 二 布 都 生 王 及 的 mm 1 个 死 bos B13 +, # 


时 12 i 站 


上 
: ; wr 3 
i ri a 


bie- Bab.0*=0 

这 就 是 说 , 吾 的 任意 元 部 足下 上 的 代数 元 ， 而 至 年 下 的 代数 扩 域 . 
证 完 . 

由 定理 2 的 证 明 可 以 得 到 以 下 琪 个 重要 事实 ， 

推论 2 令 了 Cg) 是 域 下 的 一 个 单 代数 扩 域 ,而 a 在 户 上 的 极 
小 多 项 式 的 次 数 是 3 那么 (a) 是 忆 的 一 个 次 扩 域 ， 

推 诈 3。 域 了 的 有 限 扩 域 一 定 是 王 的 代数 扩 域 .， 
理 3” 令 局 = 了 (Qi, az al), 基 中 每 一 个 as 都 是 域 屎 上 
数 元 那么 下 本 的 有 限 拉 避 因而 是 下 的 代数 扩 域 ， 
由 定理 3, 当 二 1 1 扩 定 加 大 
假定 , 当 我 们 总 添加 # 一 1 个 元 1; 92;…， Gs 于 时， 定理 
, 也 就 是 说 , 假定 a, az,…,a,-1) 古 的 有 限 扩 域 . 
现在 米 看 下 Caiy Co ,01) 的 情形 ， 我 们 知道 ， 

Flaiy a oi) =Flal, gs, C1) a) 

Ga, 是 下 上 的 代数 抱 , 所 以 它 也 是 亚 (al az- 上 的 代数 元 。 
P(t ,Gi) 是 了 (oi, G61) 的 单 代数 扩 域 ， 而 由 推论 2， 


bag 是 了 (ae 11) 的 有 限 扩 域 . 


和 


FECF(a, oa oo a CR a eye ci) 
据 定理 1, Fltar, as ry Qi) 是 FF 的 有 限 扩 二 ， 于 是 由 推论 3， 它 
玉 的 代数 扩 域 .证 完 . 
论 4 一 个 域 了 上 的 两 个 代数 无 的 和 差 , 积 与 商 ( 分 母 不 
) 仍 是 页 上 的 代数 元 . 
[< 伶 瑟 PFCS)， 这 里 集合 S 只 含 域 太 上 的 代数 元 ， 屠 


么 登 是 下 的 代 星 无 碱 . 
令 B 是 吾 的 任意 元 ， 根 据 P 1, (1) 式 ， 
对 


rr 


* E&I" 


a _f (CA, Aas on 
fz {Col, os, "a) 


这 里 ch az ;as 十 仿 中 有 限 个 元 素 ， 而 志和 fo( 直 0) 是 了 上 这 
些 & 的 多 项 式 、 这样 BEF (at 2,…, 4)， 于 是 由 定理 3,， BB 是 玉 
上 的 代数 元 . 证 完 ， ~ 十 (is bE imp hst 


、 > 
“7 每 站 上 7 
1. 他 百 是 城 王 的 一 个 代数 扩 城 ,而 和 是 互 上 的 一 个 代数 元 ， 证 明 , 是 
玉 上 的 一 个 代数 元 . 
2. 令 本 了 和 瑟 是 三 全 域 .并 且 PI 假定 Por rz) 
(了 :五 》 =m tonto td Le F ee 
三 志 的 苑 a 在 FF 上 的 次 数 是 %。 并 且 (mw，n) IY 证 期 ，c 在 工 上 的 次 数 也 
是 其- 
3， 令 域 所 的 特征 不 是 2, 万 是 五 的 扩 域 , 旧 昌 
{E:F)=1 
证 明 ;， 存 在 一 个 句 是 条 件 F= 了 I 上 的 六 的 二 次 扩 域 的 充分 与 避 要 条 件 
是 : 中 = 一 Raz) 而 下 在 下 上 的 概 小 和 多项式 是 
pie el i 
4. 令 吾 是 城关 的 一 个 有 限 扩 扰 .那么 总 存在 巨 的 有 限 个 范 qs，az, … 


i 


性 中 3 
EF= Fa, ga, "ee, Aa) 
5。 令 下 是 有 理 数 域 ， 乔 深 坊 复数 地政 所 得 扩 城 : - 
BF(21, 251) 


EF, = "(23, 2301), om lt 3 re . 
证 最; 
(BP BPO .一 
(Ba: FC2)) =4, (Rs: bh) = 12 
: ' 
» ii» " ， 四 


本 _ -上 _ ， xxz ' 
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§$ 4， 多 项 式 的 分 烈 域 


我 们 都 知道 , 所 谓 代 数 基 本 定理 是 什么 ， 这 个 定理 告诉 我 们 ， 
复数 域 C 上 一 元 多 项 式 环 C[z] 的 每 一 个 # 次 多 项 式 在 CC 里 有 nn 
个 根 , 米 一 名 话说 ，OEzj] 的 每 一 个 多 项 式 在 C[x] 里 都 能 分 解 为 一 
次 亲子 的 乘积 . 

若是 一 个 域 召 上 的 一 元 多 项 式 环 B[z] 的 每 一 个 多 项 式 在 
南 [ 要 里 都 能 分 解 为 -- 次 因子 的 乘积 ， 那么 如 显然 不 再 有 走 正 的 代 
数 扩 域 . 这 样 的 一 个 域 叫做 代数 闭 域 . 

我 们 有 以 下 事实 : 对 于 每 一 个 域 卫 都 存在 了 的 代数 扩 城 也 
而 刀 是 代数 闭 城 。 站 

这 一 事实 的 证 明 也 已 超出 本 书 的 范围 . 但 分 列 域 的 理论 可 以 
在 一 定 意 义 下 弥补 这 一 个 缺陷 ， 

定义 域 了 的 一 个 扩 域 召 吊 做 了 [各 的 号 次 多 项 式 f(z) 在 F 
上 的 一 个 分 障 域 (或 根 域 )， 

DD 在 ( 有 时 简称 存 忆 轩 )J(e) 可 以 分 关 为 - -次 因子 的 


f(a) =a sa) (sa) ss) (oiEB) 
(ii) 在 一 个 小 于 如 的 中 国 碟 I(FC7CB) 里 ,f(x) 不 能 这 祥 地 
分 
扩 这 个 定义 ,已 是 一 个 全 得 7 能 名 分 解 为 一 次 因子 的 下 的 
最 小 扩 域 ， 我 们 先 看 一 看 ,一 个 多 项 式 的 分 到 域 应 该 有 什么 性 质 . 


定理 1 邻 户 是 域 P 上 多 一 个 分 烈 域 ; 

(1) A(T oma) tT) (aéB) - 

2 EE=F{tal,o 0 人 一 
主 明 ”我 们 有 


FocF(a, ey oa, IR 
并 且 在 F(ai, wa 2) 中 ， fa) 已 经 能 够 分 解 成 (1 的 形式 . 因 
此 根据 多 项 式 的 分 橡 域 的 相 全 ， 
BE=F(a, Gs ,0,) 证 完 
ee 


f(z), ;一 定 存 在 了 f(%) 在 FF 上 全 
“证 [wj 里 ， 


fix) =fi(w) gw) 
这 里 开 (w) 是 最 高 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 ， 皂 必 存 在 一 个 域 
el) 
而 a 在 FP. 上 的 极 小 多 项 起 是 了 (2). 
在 吾 里 f(a =0, 所 以 Zz 一 arif(w)， 因 此 在 如 黑 
一 
f(x) ={x—a)f me) 
最 语系 合 为 工 的 不 可 的 多 项 式 ， 这 样 ,存在 


这 里 js(o) 是 EEx 
一 个 域 


B=—B{a2s) -Fla tA) = Fo, a2) 
而 G2 在 如 于 的 极 小 多 项 式 丰 Jot2). 
在 了 x1 里 
ie}= (x— oa) (rs— ao) for) tr) 
jatw) 是 忆 2[zj 的 最 高 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 . 这 样 我 们 又 呆 以 
利用 ftw) 来 得 到 域 五 ;二 了 Fie, a2, 43); 使 得 在 Bs[%] 理 … 
f(r)= (sar or of gs 一 
这 样 一 步 一 步 地 我 们 可 以 得 到 域 
= 166* 


HE=F(a, oo, yd) 
使 得 在 B[x] 里 
fw) =a. ra) (sa) ra.) 证 完 
域 了 上 一 个 多 项 式 f(w) 当然 可 能 有 不 辐 的 在 上 的 分 裂 域 、 
但 是 这 些 分 裂 域 都 同 构 ， 要 证 明 这 一 点 ; 我 们 需要 两 个 引 理 . | 
” 引 理 1 令 工 和 二 是 两 个 同 构 的 域 ， 那 么 多 项 式 环 L[z] 和 . 
Ex] 直 同 构 . 
证明 念 oe 一 5 是 了 工 与 王 间 的 同 构 上 映射 ,我们 规定 一 个 
LE[zj 到 IEx] 的 上 映射 


$;: ar Saw 
下 显然 是 廿 [zw] 与 LE2j] 间 的 一 一 上 映射。 我 们 看 Lz] 的 两 个 元 了 Cx) 
和 we): 
flr) = Dar Dz’ =f() 
ES 
那么 
全 (ai 有) 和 一 > Dath = DG To)! 


了 Hg 一 1 十 5 


TT 、_ - ， 
>(Pes, 2 (>, jr: 二 二 (人 55 )z 


(wv) gr) — f(s 


所 以 $$ 是 同 构 映 射 。 证 完 . 
在 上 述 同 构 映 射 $ 之 下 ,LCz] 的 一 个 不 可 约 多 项 式 的 象 显然 
是 x] 的 一 个 不 可 约 多 项 式 . 
引 理 2 . 邻 工 与 卫 是 同 构 的 域 , p(x) 是 [的 一 
.为 1 的 不 可 约 多 项 式 ，FCw) 是 与 p(x) 对 应 的 L[x] 的 不 可 约 多 项 
式 ， 又 假定 (a) 与 Z(3) 各 是 工 与 的 单 扩 域 ,满足 得 件 p(x) =0 


s 夺权 让 


} 
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< 构 喘 射 能 够 保持 原来 的 研 与 蕊 间 的 同 构 映射 . 
明 假定 p(w) 的 次 数 是 双 ， 那么 FC) 的 次 数 也 是 更， 这 


名 on 和 由 
$: Faas Ta 
一 个 L(a) 与 Z(5) 闻 的 一 一 映射 看 L(a) 的 两 个 元 
f(a) = Sai g(a) = Tbe 


岂 于 
"i! mn! a—1 _ 
ath) Sa th a = (mtb) 
t= 和 0 Ty < 一 

有 filo)+ogoa)— (a) + (0) 


我 们 知道 ,fa)g(oa) 二 rta), 这 里 
fr) ge) =atw pr) tr(r) 
由 引 理 1 得 
Fe)5Cz) =H(r) BC) rr) 
f(a Fa) =F(8) 
广 雍 fa)g(a)=7(a)—7 (a) = a)7(a) 
这 样 ,$ 是 LC(a) 与 (5) 间 的 同 构 映 庙 . 
至 于 少 能 久 保 持原 来 荆 与 上 间 的 同 构 时 射 , 显然 ， 证 完 ， 
现在 我 们 证 天 一 个 多 项 式 的 分 裂 域 的 唯一 性 . 
我 们 证 明 更 - * 般 的 下 述 
定理 3 令 玉 与 了 是 邮 怕 的 域 ， FLlz] 的 f(x) 与 Fis] 的 x) . 


是 在 引 理 1 的 千丈 下 和 对 应 了 又 候 定 ” 
Fanaa 是 f(a) 在 上 的 个 分 开 坟 
史记 3 f 于 一 x 


在 站 春生 自 _ 中 


i 加 FF- - a de Ei 十 -一 


了 


| 


那么 在 如 与 瓦 间 存 在 一 个 同 构 映 射 ,4 人 少 ,4 能 驶 保持 也 与 下 间 的 同 构 


映 早 ,并 所 可 位 分 刚强 禹 a; 和 月 ， 的 次 序 ， 使 在 多 之 下 ， 
< ac， 
证 阴 ~ 谣 们 已 经 知道 : 了 二 让， 假定 对 二 有 mr, 我 们 能 够 分 别 
掉 换 a， 和 6， 的 次 序 , 使 得 
天 二 下 人 GT G2 Gi) =sF(A, Ps,, ,B=L 
这 个 同 构 映射 保 转 下 与 了 间 和 的 同 构 映 射 ， 开 电 在 这 个 同 构 映 射 之 
下 ， 


人 3 人 2 
设 在 上 Tix] 里 
fe) = Cx— or At a pr) 
这 里 p(x) 是 [zw 的 一 个 最 高 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 ， 由 31 进 
1, 在 Hw] 里 
fla)=(x—B)(r— Bs— PBB) G(r) 
而 专 (4) 是 LLz] 的 一 个 最 高 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 . 
在 Fla as, ya) 和 了 (有 Bo 月 ) 里 ,因子 
betaz)9bz)》 和 Per)drtr) 
进一步 分 别 分 解 为 (#5 一 QtD) (zr 一 a 和 Cz 一 41) (一 户 ,)。 
分 别 掉 换 css ,a 和 及 bb 月 .的 次 序 , 不 妨 假 定 
Diorr) =0, BBi1)=0 
于 是 由 引 理 2， 
Last) = Pia, Ass Orrt) 兰 呈 (月 Aa, Pt) = 上 CB,n1) 
这 个 税 构 映射 保持 下 与 站 间 的 同 构 映射 ,并 且 在 这 个 同 构 映 射 下 
oa, (=1,2,..,FE++1) 证 完 
我 们 知道 ， 一 个 % 钦 多 项 式 在 一 个 域 里 最 多 有 %* 个 根 (IY, 6， 
推论 17， 分 列 域 的 存在 定理 告 许 我 们 , 域 了 上 多 项 式 fw) 在 下 的 
某 一 个 扩 域 里 一 定 有 个 根 、 分裂 域 的 叭 一 存在 定理 告诉 我 镍 1， 


= 169 * 


0 Cb 
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0 


用 不 园 方 法 找到 的 fx) 的 两 组 根 ， 抽 象 地 来 看 ， 没 有 什么 区 别 . 
这 样 ， 给 了 尾 徊 一 个 起 所 和 下 上 一 个 次 多项式 fz); 我 们 有 可 


以 谈论 f(z) 的 w 个 恨 ， 因此, 分裂 域 交 理论 在 一 定 意义 下 可 以 代 


替 所 谓 代 数 基本 定理 ， 
在 域 丸 上 一 个 多 项 式 fx) 的 分 裂 域 里 ,并 不 是 只 有 fz) 可 以 
分 解 成 一 次 因子 的 例 积 .我 们 有 以 下 重要 的 
定理 4 令 虽 是 多 项 式 f(x) 在 域 上 的 分 裂 域 ,而 上 是 如 的 
一 个 任 训 元， 那么 如 人 在 才 上 的 极 小 浆 项 式 在 豆 里 分 解 为 -- 放 因 于 
的 乘积 . 
证 明 售 基 zy 在 感 束 上 的 分 裂 城 元 
EF a, yy rs 人) 
假定 月 在 下 上 的 根 小 多 项 式 g(2) 不 能 在 如 [zj 里 分 解 为 一 次 因子 
的 习 积 ， 那 么 在 起 [x1 里 | 
qr) = (x PP nr) 
而 p(w) 古 王 [zj 中 最 商 系 数 为 1 的 不 可 约 多 晨 式 , 且 8%) 的 次 数 
m 大 于 1。， 作 单 扩 堪 
£8) =F{(a, oo Gn ) 
使 得 p( 户 ) 一 0， 我 们 看 一 看 天 记 )》， 出 于 
gtp) -BPpB)g(P) <0 
根据 9,2, 定理 4, 有 
eB)ysF(B) 
因而 出 51 理 1, 有 | 
FB)[Lz le FB)Tz) 
而 有 在 这 个 同 构 上 映射 之 下 
f(x) eo—f tr) 
这 样 , 出 定理 3，f 了 (wx) 在 (8B') 上 的 分 裂 域 与 f(z) 在 FtB8) 上 的 分 
异域 同 构 。 但 KE a，…, a.) 是 f(z) 在 PCP') 上 的 一 个 分 列 纺 


* A 


i - 一 -” -一 -- 一 


而 所 Bao…c) 是 车 鸭 在 了 8 上 的 一 个 分 列 域 ， 因 下 
POP', o's, on) FB, al en) 
. CROPB, os oH) RB, a 0) ) 
但 是 我 在 [显然 有 
(FOB', Gy A FYE CECPYOLB ER) =m(E:F) 
NFP, or a FI = CE:F) 
由 十 jw 这 居 个 训 大 证 尘 . 
在 下 两 节 中 我 们 紧 用 到 分 裂 域 的 湿 论 来 讨论 两 种 特殊 类 型 的 
域 ， 


习 题 
1。 证 明 , 有 理 数 城下 | 事项 式 7! 十 1 的 分 裂 域 是 一 个 单 扩 城 Fta)， 其 
中 a 是 十 1 的 一 个 恨 . 
2. 令 了 是 有 埋 数 域 , :一 & 是 他 上 - -个 乐 可 约 李 项 式 ， 而 < 是” a 的 
一 个 根 ， 证 角 , F(a) 不 是 -a 在 上 的 分 况 城 下 ~ 
3. 令 PC2), Pe (TY, ,pa(T) 是 域 了 上坟 个 最 闹 系 数 为 1 的 不 可 约 多 项 


~ 式 ， 证 明 , 存在 下 的 一 个 有 限 护 虑 F(a co my am)， 其 中 ai 在 下 上 的 极 小 
秆 项 起 是 jp,(r). 
4， 令 卫 是 一 个 特征 为 素数 必 的 域 , 玉 =Pta) 是 也 的 一 个 单 扩 城 ,而 8 是 
PLx] 的 字 项 式 er 一 6 的 一 个 根 ，P{a) 是 木 是 zr 一 @ 在 P 上 的 分 鲍 域 ?\/ 
本 | 
$5 有限 域 
我 们 要 讨论 他 的 第 一 种 特殊 类 型 的 域 是 有 限 域 。 有 展 域 在 实验 
计生 和 编 和 9 理论 让 都 有 应 用， 
定 必 一 个 只 含有 限 个 元 素 的 域 叫 做 一 个 有 限 域 . 
铺 如 ,特征 是 ”的 素 域 就 是 一 个 有 限 域 . 加 
- 先 看 一 看 , 一 个 有 限 域 应 该 有 什么 性 质 .。 下 


” 。。 定 瑶 1 一 个 有 限 城 妃 有 p" 个 元 素 ， 这 里 了 是 如 的 句 邦 而 
人 * 171、 
厂 、 
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是 百 在 它 的 素 域 A 上 的 次 数 . 

证 明 如 的 特征 一 定 大 一 个 素数 p, 不 然 的 话 ,如 所 含 的 素 域 | 
已 经 有 无 限 多 个 元 ,而 五 不 可 能 是 一 个 有 限 域 . ， 

把 吾 所 含 的 素 域 记 作 A， 因 为 名 只 含有 限 个 元 ， 所 以 它 一 定 
是 和 4 的 一 个 直 限 扩 域 而 (ER:A) 一 nm， 这样, 召 的 每 一 个 元 可 以 叭 一， 
地 写成 

WG Oo 

的 形式 ， 这 里 e,EA， 而 gl, az, …，e 是 向量 空间 百 在 A 上 的 一 个 
基 . 则 于 和 六 只 有 个 光 ， 所 以 对 二 每 -- 个 4 有 了 种 选择 法 ， 因 而 
召 一 共有 和 个 元 ， 证 元 ， 

定理 2 令 有 限 域 妨 的 特征 十 素数 p, 所 含 素 域 是 A, 而 加 
有 4= 入 个 元 ， 犀 人 么 召 蚌 多 项 点 ， 

业 - 一 宙 

在 A 上 的 分 裂 域 ， 任 何 两 个 这 样 的 域 都 同 构 . 

证 明 必 的 不 等 于 零 的 元 对 于 乘法 来 说 ， 作 成 一 个 群 ， 这 个 
群 的 附 是 4 一 1, 单 位 元 是 1， 所 以 

Ce 1 1, aetf, oO0 
由 子 0+==0, 上 所 以 有 
i 

因此 , 用 gl 92，…, 0 来 表示 习 的 元 ,在 百 里 多 项 式 


人 Iz--a;) 
i=1 


而 且 最 然 bd 
B=Alar, as ao) 
这 样 , 刀 是 多 项 式 地 一 在 A 上 的 分 列 城 
但 特征 为 # 的 素 域 都 同 构 ， 面 多 项 式 x 一 z 在 同 构 的 域 上 网 
分 裂 域 器 局 构 ,所 以 任 休 有 p" 个 元 素 的 有 限 域 都 同 构 。 谍 况 。 | 
* 了 | 


一 四 ' 时 于 
， i i 
4 + al ta Mr dh cc 


现在 我 们 证 明 有 限 域 的 存在 . 
， ”定理 3 今 A 是 特征 为 p 的 素 域 ， 而 9 一 pr” (>>1D)。 那么 多 
项 式 如一 2 在 A 上 的 分 裂 环 下 是 一 个 有 gg 个 元 的 有 限 域 . 
证 明 琅 二 A(al, ca ;GQ,)， 这 里 Qi 是 了 2) 二 x? 一 z 在 域 召 
里 的 根 ， 由 于 轧 的 特征 是 p, f(z) 的 导数 
Fo Ye-1= 一 1 1 


所 以 da 与 f(x) 互 素 . 这样， 由 IY,6， 推论 2, (zx) 的 9 个 根 都 


不 相同 . 、 
我 们 断言 ,f(z) 的 这 4 全 和 根 作 成 吾 的 一 个 圣 域 本 这 是 因为 ， 
由 于 ,4， 


| 
(ai—a, 了 了 =- 人 一 让 3 ra, 


(2) = a Ka 十 0) 
了 


a 
2 , . 
这 就 是 谨 , 0, 一 | 入 nt :站 0) 仍 居 f(x》 的 根 而 属 Bb, 国 而 至 


是 五 的 一 个 于 域 一 

但 天 含 A, 也 含 一 切 we 所 以 如 就 是 多 项 式 zw 一 + 在 A 上 的 
分 列 域 ， 这 样 . 呈 一 召 ， 而 召 丛 好 有 4 个 元 、 证 完 . 

以 上 证 明了 , 给 了 素数 p 和 正 整 数 % 有 而 且 ( 抽 象 地 来 看 ) 只 
有 一 个 恰好 含 p* 个 元 的 有 限 域 存在 . 

我 们 知道 ， 单 扩 域 是 比较 容易 掌握 的 一 种 扩 域 ， 现 在 我 们 要 
进一步 证 明 ， 一 个 有 限 域 一 定 是 它 所 含 素 域 的 一 个 单 扩 域 ， 我 们 
先 证 明 ， 

引 现 令 G 是 -一 个 有 限 交换 群 ， 而 ?wt 是 G 的 元 的 阶 中 最 大 的 

: 一个。 那么 避 能 被 的 每 一 元 的 阶 整 除 . 

和 证 多 ”容易 看 出 : 若 6 各 厂 是 妇 的 两 个 元 ,a 的 阶 是 五 思 的 阶 
t. 区 (a 大 {11 [2) 一 1, 那么 后 的 阶 是 L417( 参 看 1,9, 习题 3). 

+* J73s 
暂 济 
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假定 如 的 元 e 的 阶 关 不 能 整除 各 ， 那 么 有 素数 2 存在 ,使 
m= pn pan) =1 
n=pim, je 
令 扣 是 元 d 的 阶 。 于 是 ”一 
4 一 中 的 阶 是 入 1 
5 二 ce"!， 的 阶 是 pi 
于 是 根据 前 面 的 结论 ， 
qb 的 阶 是 到 ?81 天 
这 与 名 是 全 的 元 的 附中 最 大 的 一 个 的 假设 革 盾 .证 完 ， 
定理 4 一 个 有 限 域 吓 它 的 素 域 人 的 一 个 单 扩 域 。 
证 明 设 刀 含有 g 个 元 ， 互 的 非 堆 元 对 于 百 的 乘法 来 说 作成 
一 个 交换 群 品 , 它 的 院 是 & 一 1， 全 六 是 他 的 元 的 阶 中 最 大 的 一 个 ， 
那么 由 引 理 
a? =1， 对 于 任意 aikG 
这 就 是 说 ， 多 项 式 z" 一 1 至 少 有 4g 一 1 个 不 同 的 很 .因此 由 IY,6， 
推论 ， 
m0 — 1 
但 用 ,39, 定理 3， 
蚤 二 妇 一 工 
由 以 上 两 个 式 子 得 4 一 9 一 1， 这 就 是 说 ,和 有 一 个 元 4, 它 的 阶 是 
一 1 因 测 全 是 一 个 御 环 类 : GG 二 (a). 


这 样 , 召 足 添加 ea 于 人 所 得 单 扩 域 : ” 
EBE=A(a) Th 证 完 ， 
ia Ea ' 
四 
习 题 “bb Wy 
1. 令 也 是 一 个 合 p* 个 元 的 有 限 圳 ， 还 曙 , 对 二 名 的 每 一 个 清 数 补 X， . 
+I74* by 
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1 
可 


Re 区 
的 一 个 可 离 扩 域 ; 哲 则 加 叫做 下 的 一 个 不 可 离 扩 有 咸 . 


-| ， 
Te pri PT pp pr pr 4 下 HA -Fr- 中 寺 - 


存在 闫 且 欠 存在 下 的 一 个 有 pp" 个 元 的 子 城 了， 站， 

2， 一 个 有 限 域 一 定 右 比 它 到 的 代数 扩 域 。 -7 

3. 令 乒 是 一 个 有 限 域 , 和 A 是 它 所 含 素 域 , 日 =Ala). 9 是 奇 必须 中 8 
的 非 零 元 所 作成 的 豫 群 舶 -- 个 生成 元 ? 

4， 信和 是 特征 为 2 的 素 碱 。 找 出 人 的 的 一 切 三 放 不 可 约 多 项 式 . 


$6" 可 离 扩 域 
我 们 要 讨论 的 第 二 种 特殊 类 型 的 域 十 可 高 扩 域 1 的 主要 
听 的 是 要 证 明 ， 和 7 - pe 
定 究 令 六 十 一 个 域 ， 


个 元 . CT Ai 


为 了 对 于 可 离 扩 域 有 一 些 初步 的 了 解 , 我 们 先 看 一 看 ,一 
可 约 争 项 式 什 么 时 幢 有 重 根 . 

下 理 1 令 女 呈 是 天 [区 的 一 个 不 可 约 多 项 式 , 这 里 到 是 一 个 
域 。 若 六 的 特征 入 sp。 著 4 2 现 有 和 要 ;千克 的 纺 35 妈 on 那 和 - 


f(z) 有 与 必要 条 件 是 :有 () 二 gx), 这 里 gCs) 是 FT[z] 


证 明 f(z)1 有 重 根 的 充分 与 必要 条 件 是 : 了 (zw) 与 它 的 导数 
了 (Co 在 zj 中 有 次 数 之 ] 的 公 因 子 ; 由 于 (w) 不 可 约 , 这 个 条 件 
只 在 f'(w) 二 0 时 才能 被 满足 ， 令 

fr) = 二 1 二 


那 之 下 人 一 中 i 二 (Rl1)a wn 二 二 
情形 1， 妃 的 特征 是 -这 了 时 
下 (区 一 0 一 > 一 0 1 一 一 GI 一 0 


就 是 说 , fw) -=ao, 与 fo 不 可 约 的 很 设 矛 于 所 忆 在 这 个 情形 


4 " 73+ 
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下 Cw) 不 能 有 重 根 . 
情形 2，F 的 特征 是 p， 这 时 
f(x2)=0—3a, =20 C= "CN, = 人 0 
这 了 辟 是 说 , 只要 1 考 0 (Pp), 就 必 有 4; 一 0。， 因此 
i 
= E T(E 和 十 个 和 -ro 
一 9(z7) 证 区 
由 这 个 引 理 立 九 得 
定理 工 _ 特征 是 的 域 的 任何 代数 扩 域 都 是 可 离 扩 域 . ， 
特征 是 bp 的 域 可 以 有 不 可 高 扩 域 . 
引 理 2 令 六 是 - -个 特征 为 p 的 域 ， 当 而 且 只 当 碧 的 每 一 元 
9 都 是 下 的 某 一 元 五 的 2 次 害 : 6 一 b? 时 ,请 的 任何 代数 扩 域 都 是 
可 离 扩 域 . 
证 明 假定 的 每 一 元 4 都 可 以 写成 


gab 《BE yo 
的 形式 ， 这 时 FEz1] 的 一 个 多 项 式 
fx) = ts) a v1 r? 二 a | .3 
在 [x2] 里 一 定 可 约 。 因 为 令 a 一 53, 就 有 风 
f C0) = (Bs! + bv bv bo | 


这 样 ,车 可 的 -… 个 多 项 式 在 F[ 才 中 不 可 约 , 那么 它 不 能 在 PF[x] 
中 写 咸 242) 的 形式 . (于 古 根 据 引 理 1 了 [2 的 短 一 不 可 约 多 项 式 
都 没有 重 根 , 因而 卫 的 代数 扩 域 都 是 可 高 扩 域 , ? 
现在 及 过 来 假定 , 下 含有 元 4 而 o 才 67(bEF). 看 所 zx] 的 多 
项 式 
fix} 一 22 -一 可 
作 fa) 在 环 上 的 分 裂 域 吾 在 至 中 f(z) 有 个 根 ， 令 其 中 的 一 
个 为 及 那么 1 一“ 因而 由 急 变 ,不 属于 了 ， 讼 月 在 了 士 的 要 他 ， 


* 了 本。 


na 


多 项 式 是 (x), 那么 Cz)|flx)， 但 在 B[x1 中 
fir)=rr—a=2— Pr=(r— Pb)r 
扬 以 在 EL[z1 中 
kt2)=(r— 8B)" 
并 县 由 于 所 不 属 二 天 这 里 的 21， 这 样 甩 在 下 上 的 极 小 多 项 式 
zw) 有 重 极 , 因而 囊 就 是 下 的 一 个 不 可 离 扩 域 ， 证 完 . 
丘 足 引 理 2 的 条 件 的 域 是 在 在 的 .例如 有 限 域 . 


定理 2 ,有限 可 代数 扩 域 都 是 可 离 扩 域 . 
证 明 令 有 限 域 严 的 特征 是 F, 并 且 瑟 含 9 个 元 : 
HL 
考 赛 了 的 元 aF ,a8, ,93 
由 于 当 i 夺 时， 


.93 二 (0;— 6)?4F0 
所 以 of at ,地 是 个 不 同 的 元 ,因而 是 也 的 金 部 元 素 ， 因 此 
的 每 一 元 都 是 了 的 某 个 元 的 了 次 洁 ， 证 完 . 
不 满足 引 理 2 的 条 件 的 域 卫 当然 有 不 可 高 扩 域 ， 但 这 样 的 域 
也 仍然 可 以 有 非 平 几 ( 即 不 属于 本 的 可 离 元 . 
” 例 考虑 特征 是 3 的 素 域 A 的 单 超越 扩 域 了 =A(#). 元 5 显 
“ 多 不 是 古 的 某 一 个 元 的 p 次 畴 ,因此 也 有 不 可 离 扩 城 。 但 PTz] 的 
i 汐 需 式 zz 一 上 显然 在 万 里 不 可 约 并 且 没 有 重 根 ， 亲 此 巴 有 非 平 几 
i 炳 可 离 元 . 
i ， 以 下 我 们 要 证 明 , 只 要 一 个 域 环 有 非 平凡 的 可 离 元 , 了 就 有 真 
和 大 7 可 届 村 可 攻 多 这 “上 不 


。 
| 定理 人 、 信 记 是 一 个 特征 为 的 培 ， 闭 么 元 a 是 上 的 可 训 
完 分 与 必要 条 件 是 : 了 Ca) 二 Pa?). 

和 假定 a 是 了 上 的 一 个 可 离 元 . 这 时 ，& 一 定 是 了 (a?) 
»177 + 


- » 
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上 的 一 个 可 离 元 ，a 是 Fa?)[z] 中 多 硕 式 x? 一 x? 的 一 个 根 ， 作 
这 个 多 项 忒 在 F(ar*) 上 的 分 裂 城 吾 ;于 各 在 吾 时 
和 一 次 一 (和 一 安放 
同比 e 在 瑟 az) 二 的 极 小 多 项 式 本 以 在 吾 里 写成 
{rT-a)” (lemep) 
但 a 是 Ca?) 上 的 可 离 元 ,所 以 宙 二 i， 这样 a 在 FCa*) 上 的 
极 小 多 项 式 是 5 一 a， 这 就 是 说 , aEF(a?), 从 而 
Fa}=F{(ar) 
现在 反 过 来 假定 ,& 不 是 下 上 的 可 离 元 ， 这 时 , 由 引 理 1, a 在 
下 上 的 和 械 小 多 顺 式 是 
jeo) = g(r?) 
由 于 f(x) 在 下 里 不 可 约 , 所 以 g(x) 在 站 里 也 丰 可 约 . 但 a? 是 包 
项 式 98) 的 根 ， 所 以 97 在 请 上 的 极 小 多 项 式 就 是 gtx)， 由 于 
jx) 和 92) 的 次 数 不 同 ,所 以 FCa) 丰 F(a?)， 证 完 ， 
引 理 4” 令 记 是 域 下 的 单 扩 域 : 吾 = KB)， 而 月 是 严 上 前 一 
个 可 离 龙 ， 若 元 是 玉 上 的 一 个 可 离 元 ， 那 么 a 也 是 下 上 的 一 个 
本 讽 元 . 
证 明 若 史 的 赫 征 是 ce, 引 理 成 立 ， 
假定 下 的 特征 是 p. 
内 为 & 是 F(P) 上 的 可 离 元 ,所 以 由 引 理 3 
FB,a)=F(P,a’) 
令 甩 在 Fla 上 的 极 小 多 项 式 是 
CE) = 二 bw bo 


Bi Sa (ai ” 
填 友 , 国 为 如 — > gra Ear) i 
ji A i 


1 
昌 
。 了 
1 
i - _， 站 os _ 1 tea i 1 2 


(ga)) 7" 十 8 人 mb02 十 oo 十 5 十 加 
是 了 Ca?)fz] 的 一 个 多 项 式 ， 和 但 (gC(B))*==0, 所 以 有 在 了 F(a?) 上 的 
要 小 和 多项式 Cw) 整除 (gcw))*。 国 此 有 
ge) | he) | (gr))? 
但 有 是 F 上 的 -… 个 可 离 元 ,因而 也 是 了 Ca?) 上 的 一 个 可 离 元 , 所 以 
必 短 有 g(x) 一 有 x)， 这 就 是 说 
(Fla BAY:Fa))=(Fta, BY:R(a?)) 


亦 即 Plas BY): Fa))=(Fa, B):F(a?)) 
于 是 , 由 于 
FlarCr(oa}CcCFo, 8) 
我 们 有 有 Fla)}=F(a?) 


这 样 , 由 3 人 理 3, a 是 白 上 的 一 个 可 离 元 ， 访 完 . 
应 用 引 理 4, 很 容易 得 到 。“ 
定理 3 河 a 与 A 总 域 下 上 的 可 离 元 ,那么 GB) 是 下 的 
一 个 可 离 扩 域 . 
证 明 看 了 ea,P) 的 -小 任意 元 ?， 
?是 了 ay 有) 上 的 -- 个 可 离 元 ， 而 及 是 五 上 的 一 个 可 将 元 , 央 
而 也 基于 (a) 不 钓 一 个 可 离 元 ;十 是 由 引 理 4, 是 EQ) 上 的 -一个 
” 启 离 宛 ， 册 于 a 臣下 上 的 一 个 可 上 启 元 ,再 一 次 应 用 引 理 4, 得 了 是 
“ 用 上 的 一 全 可 离 元 . 证 完 ， 
推论 车 w 和 月 是 吕 丸 上 的 可 离 元 ,那么 a 土 B ,ap 和 二 当 
8 时) 也是 天上 的 可 高 元 . 
根据 以 上 定理 ,给 了 -一 个 域 FF, 除非 下 只 有 平 几 的 可 离 元 , 也 
# 就 是 说 ,除非 上 的 每 一 个 次 数 天 于 1 的 ,不 是 9C(X?) 形状 的 多 项 
”起 都 可 约 , 了 就 总 有 可 遍 扩 域 ， 这 样 , 对 最 常 遇 到 的 特征 为 的 域 
4 来 说 ,根本 没有 不 可 离 扩 上越 , 而 对 续 征 为 2 的 上 来 说 ,可 离 扩 域 出 
a 现 的 频率 也 要 大 得 多 ， 所 以 可 离 扩 域 是 较 重要 的 一 种 扩 域 . 
】 * J7O* 
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现在 我 们 证 明 重要 的 ， 
定理 4 域 所 的 -从 有 限 可 离 扩 域 马 是 的 单 护 域 . 
证 明 兰 下 是 一 个 有 限 域 , 那么 召 也 是 一 个 有 限 域 . 这 时 ; 岗 
于 有 限 域 是 它 所 含 素 域 A 的 单 扩 域 , 有 
EBE=Ata}=F{a) 
而 定 理 成 立 . 
现在 假定 在 有 无 限 多 个 元 素 . 
召 既 是 严 的 一 个 丰 限 扩 域 , 就 有 
E= Fa, oa, ee 全 
要 证 阴 这 样 的 一 个 可 钦 扩 域 是 单 扩 域 ,显然 只 需 证 明 : 下 的 一 个 可 
离 扩 域 C8, ») 一 定 是 下 的 单 扩 域 . 
仿 8 在 上 的 极 小 多 项 式 是 了 (2), 在 五 上 的 极 小 多 项 均 是 
9(z), 作 多 项 式 了 (2) 892 在 下 (B，y) 上 的 分 烈 域 天， 那么 在 无 晶 
2) 一 (z 一 有 (2 - Ba) 0z 一 局 
gE) = TPP) (oy,) 
这 里 我 们 可 以 假定 8 二 B,, y=y 1 
我 们 看 下 列 的 一 组 方程 ; . 
{1 Biiry;—A ry (i=1,2, 人 
由 于 y 是 下 上 的 可 离 元 , 所 以 g(x) 没有 重 根 , 而 | 
Pip (j=2,3, -1) i 
因此 (1) 中 每 一 个 方程 在 电 最 多 有 一 个 解 ， 但 有 无 限 多 鞍 , 户 ， 
以 能 在 如 中 我 出 - -个 元 c 十 0 来 ,使 
六 十 cp 二 月 :+eyl1 (1 二 1) 
利用 这 个 5, 我 们 念 
攻 一 及， 人 1 一 A+ey 


我 们 岂 言 ,PC(B,y) 二 (8)， 仿 wy 
hz) = 了 (9 一 ez) i 
。78D 。 和 


那么 Cz) 和 gtx) 都 恬 于 (9[x1， 我 们 看 一 看 在 了 (8)[x] 里 这 
两 个 多 项 式 的 最 上 大公 因子 是 什么 .党 考察 ,在 Lix1 里 它们 的 最 大 
公 因 子 是 计 么 .在 5Lz1 里 
Ed, 
因此 Cz) 和 glxr) 在 天 [5] 里 的 最 大 公 因 子 只 能 是 若干 (x 一 y)) 的 
乘积 人世 册 ce 的 取 法 
hty i) = 0 -ey ,= f(A ey ery,) 
= 了 Jj) 一 0, 老 j==1 
到 (Bi1)-=-=0, 共 7 半 1 
斯 以 在 [x] 里 ,Cw) 和 1 gCw) 的 最 大 公 因 子 是 x 一 vy， 但 求 两 个 多 
项 式 的 最 大 公 央 子 ， 可 以 用 回转 相 除 糯 , 而 在 LLxj 里 或 FC9)[xi 
里 应 用 辊 转 相 除法 于 (x) 和 72) 所 得 结果 是 一 样 的 ， 呆 以 中 Ce) 
和 gz 在 辣 (0Ez 里 的 最 大 全 因子 也 和 Y2 一 ?这 诚 是 并 ， 
?EBD INMI B=—6—erv ERD). 
”因此 
P=I(B,Y) 证 完 


习 

1， 仿 域 刺 的 里 征 是 和 六 的 是 下 一个 不 可 约 多 项 起, 并 下 了 (四 可 以 守 
成 再 二 Y* .但 不 能 写成 zz" 的 多 项 式 te 芝 1 证 是 , 产妇 的 每 一 个 根 的 重 
复 订 都 是 种 *， 

2， 设 域 下 没有 不 可 离 赴 域 ， 证明， 下 的 好-- 代 娄 扩 域 都 宙 有 不 可 离 扩 
域 . 

3， 令 域 户 的 特征 是 而 是 = 让 ia, 后 ,这 里 4 是 上 8 谋 可 启 扰 而 请 呈 
下 上 次 非 可 离 元 (EB:F) =? 

#， 找 一 个 域 人 六， 使 有- -个 有 限 扩 虞 五 而 五 水 不下 的 昔 扩 城 ， 
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1。 8 一 4， 但 有 不 是 4 的 真子 集 ， 这 个 情况 什么 上 时候 放 
能 出 现 ? 

解 ” 由 题 设 以 及 真子 集 的 定义 得 ，-4 的 每 一 个 元 都 属 
于 互 ， 因 此 ACB. 于 是 由 

BC.A AcCB 

得 4=B. 所 以 上 述 情 况 在 4=B 时 才能 出 现 。 

2。 假定 ACB, ANB=? AUB=? 

解 (i) 由 于 ACB， 所 以 A 的 每 一 个 元 都 属于 B， 
即 和 4 的 每 一 个 元 都 是 4 和 BB 的 共同 元 ， 因 而 由 交集 的 定义 得 


ACANB 
但 显然 有 

A BECA 
所 以 

4 门 召 =4 


(ii》 由 并 集 的 定义 ，4UB 的 每 一 元 素 都 属于 4 和 
如 之 一 但 4CCB， 所 以 4 UB 的 每 一 元 素 都 属于 B， 
AUBCB 
另 一 方面 BCAUB, 所 以 A4UB=B。 


和 i a ED OE 


$32. 映 射 


is A= {i 2 “se 100}8 。 失 一 个 x 4 到 .4 的 映 
射 。 

解 ”用 (a，6) 表示 4x .4 的 任意 泡 崇 ， 这 于 G 和 已 都 
属于 4。 按 照 定义 做 一 个 满足 要 求 的 映射 即 可 ， 例 如 
全 ， ta, DD)—>a 

就 是 这 样 的 一 个 ， 因 为 罗 具 4x 4 的 任何 元 认 (a,，5) 规定 
了 一 个 唯 二 人 mia € A. 

读者 应 该 自己 再 找 几 个 44x 4 到 4 的 映射 

2。 在 你 为 习题 1 所 找到 的 映射 之 下 ， 是 不 是 4 的 每 一 
个 元 都 是 4 x .4 的 一 个 元 的 每 ? 

解 ” 在 上 面 给 出 的 喘 射 加 之 下 ，4 的 每 一 个 元 案 部 是 
半 x 4 的 一 个 元 的 象 ， 因 为 《a，68) 中 的 4 可 以 是 4 的 任 一 
pi 

你 自己 找到 的 映射 的 情况 如 何 ? 有 强 有 出 现 4 的 元 素 不 
都 是 象 的 悄 癌 ? 假如 没有 ， 找 一 个 这 样 的 胸 射 。 


8 3 ， 代数 运算 


1。 4= {所 有 不 等 于 零 的 偶数 }。 找 一 个 集合 了 D， 使 得 
普通 除法 是 本 x 4 到 刀 的 代数 和 运算。 是 不 是 找 得 到 一 个 以 上 
的 这 样 的 D? 

解 ” 一 个 不 等 于 零 的 偶数 除 一 个 不 等 了 等 的 贷 数 所 得 年 
果 总 是 一 个 不 等 于 零 的 有 理 数 。 


和 


所 以 取 
万 = {所 有 不 等 于 零 的 有 更 数 } 
普通 除去 就 是 一 个 4x 4 到 号 的 代数 运算 . z 
可 以 找 得 到 一 个 以 上 的 满足 要 求 的 D。 读 洗 可 以 自己 找 
几 个 。 
2。 4= {o， 5，c}f。 规 定 4 的 两 个 不 周 的 代数 运算 。 
解 《〈i) 我 们 用 运 筑 才 来 给 出 4 的 一 个 代数 运算 :0 


A 


按照 这 个 表 ， 通 过 oo， 对 于 44 的 任何 两 个 元 素 都 可 以 得 出 一 
个 唯一 确定 的 结果 a 米 ， 而 4 仍 属 于 4。 所 以 o 是 4 的 一 个 
代数 运算 。 

这 个 代数 运算 也 可 以 用 以 下 方式 来 加 以 描述 


o; (z， 功 一 > 0 二 TO07 对 一 切 x*，yEA 
《ii》 同 理 
os: (I, 1 一 一 > xX 二 YYOY 对 一 切 x，yE 才 


也 是 4 的 一 个 代数 运算 。 读 者 可 用 列表 的 方法 来 给 出 这 个 代 
数 运算 。 
读者 还 应 自己 给 出 几 个 4 的 代数 运算 。 
3 4.， 二 全 律 


1。 A = {所 有 不 等 于 零 的 实数 } 。o 是 普通 除法 ， 


a 
aop = 再 


这 个 代数 运算 和 运 合 不 适合 结合 律 ? 
解 ” 这 个 代数 运算 o 不 适合 结合 律 。 例 如 ， 


ds ti shh mht hth i ehh bh tt i te ee bm ei et 


当 
QO=4 b=c=2 
时 
(aob) oc = (402) 02 = 了 了 02= 字 = 1 
Go (boc) = 40 {202) = 4o( 子 )= 子 一 4 
所 雇 当 4G，。，65 和 cc 取 上 述 值 时 
(aob)} oc Fa0 (bor) 
2。 A={ 所 有 实数 }。 代 数 运 算 
OD: (a, D)—->at26=a0b 
适合 不 适合 结合 律 ? 
解 ” 读 者 可 以 用 解 上 一 题 的 方法 来 证 明 ， 所 给 代数 运算 
不 适合 结合 律 ， 
De A=t{a, b， c}. 由 起 
z 如 pb C 
la 5 e 
pb C a 
cc ,cc qa b 


给 出 的 代数 运算 适合 不 适合 结合 律 ? 


解 ”所 给 代数 运算 o 适合 结合 律 。 为 了 得 出 这 个 结论 ， 
需要 对 元 素 a，p，c 的 27 (=3?) 种 排列 (元素 允许 重复 
出 现 ) 加 以 验证 。 但 蚌 利 用 元 素 a 的 特性 ， 可 以 把 验证 简 
化 ， 仔细 考察 运算 表 ， 我 们 发 现 以 下 规律 ， 对 集合 4 的 任意 
元 素 % 来 说 ， 都 有 

GZ 一 TO4 一 % 
由 此 得 出 ， 对 于 有 4 出 现 的 排列 ， 结 合 律 都 成 立 ， 这 一 点 读 
者 可 以 自己 验证 。 还 和 镜 十 a 不 出 现 的 排列 。 这样 的 排列 共有 
8 (= 2 ) 和 种。 我们 在 这 里 验证 4 种 ,其 余 4 种 读者 可 以 自 
己 验 证 。 

(pop) ob = cob=a 

bo (bob) =boc= a 
所 以 (bob) ob = bo (bob) 

(bob)}oc=coc=b 

hot{hoc)} =boa=b 
所 以 tbob) cc = bo (boc) 

(boc) ob =aob =b 

bo (cob) =boa=6 
所 以 (bac} ob = bo (cob) 

{boc}oc =aoc=0 

bolcoc)y =bob = 
所 以 (poc) oc = bo (coc) 


$ 5. 交换 律 
1。 -= {所 有 实数 }。 O 是 普通 减法 ， 


Tr em EE Te 


aob=a-b 
这 个 代数 运算 适合 不 适合 交换 律 ? 
解 ”容易 验证 ， 当 aa = 1，b = 2 时 
-Gob@zFboo 
斯 以 这 个 代数 运算 不 适合 交换 律 。 
2。 .4={c，b，c，di。 由 表 
ed 


a 有 
bilb dd a c 
CC c a 6b d 
d Id c aa 8 


所 给 的 代数 运算 适合 不 适合 交换 律 ? 
解 ” 贤 回答 这 个 问题 ， 只 人 须 考察 一 下 运算 家， 看 一 看 关 
于 主 对 角 钱 对 称 的 位 置 上 ， 有 没有 不 相亲 的 元 素 . 


$ 6. 分 配 律 
报 定 所 ， 昌 是 4 的 两 个 代数 运算 ， 并 且 引 适合 结合 律 ， 
中 ， 岂 适合 两 个 分 配 律 。 证 明 
(a Ob WD (a YP} (as Ob) HD (ga, 5,) 
= (a Hb) WD (a Ob) HD (0 Ob,) © (a bP,) 
解 (oO60 0) D(a OP) (a OP) DD (or cb,) 
= a (bP) + a 0 (bb6,) 
= (gto) O (Bb 1H)b,) 
= {a1 Da) Ob LD (a Pa,) OL, 
(a1 OP) PD (as O06) HD a, OL) DD (a, Ho,) 


rrr hr Ye mre ee er :一 :一 一 一 


8 7 .一 一 映射、 变换 


机 4=《 所 有 > 0 的 实数 。 了 = {所 有 实数 }。 找 
一 个 4 与 4 间 的 一 一 映射 。 

解 中 区 一 一 >]g x 对 一 切 z6E 才 
是 一 个 .A 与 4 间 的 一 一 映射 . z 

首先 ， 给 了 任 一 E 4， 即 任 一 人 
一 个 实数 ， 即 lgx€ 4， as 确定 的 ， 所 以 多 是 一 
个 .4 到 4 的 映射 . 

0 -yc 万， 即 任 一 实数 》，10"= x 是 - 

X—>lg x =lgl0= » 
所 以 DP 是 一 个 4 到 .4 的 满 射 。 

最 后 ， 若 是 x1，xz EA、 并 有 日 x 短 X1， 那 么 gz! 六 1gxs， 
所 以 B 是 一 个 4 到 4 的 单 射 。 

这 样 ， 人 外 是 一 个 .4 与 4 间 的 一 一 映射。 

2。 4A= [所 有 盖 0 的 实数 } 

有 4= {所 有 实数 4a，0 三 so 二 11 

找 一 个 4 到 了 4 的 满 射 。 

解 中 X 一 一 > X 若 0 三 x 之 1 


是 一 个 4 到 4 的 满 射 。 
首先 ， 多 替 每 一 TE 4 规定 了 一 个 唯一 确定 的 象 中 (0x)， 
7 


而 0 二 Dp (x) 过 1， 所 以 外 是 一 个 4 到 A 的 映射 其次， 在 多 
之 下 ， 了 的 每 一 元 < 都 是 4 中 一 个 元 ， 即 4 本身 的 象 ， 所 以 
是 一 个 4 到 4 的 满 射 ， 


读者 可 以 证 明 ， 
PP 1 x -一 >]sinmnx%l| xEd 
中 X 一 -> 0 0<<x<it 
x 一 > 这 x>1 
都 是 4 到 4 的 满 射 . 


3。 假定 中 是 .4 与 4 间 的 一 个 一 一 映射 ，o 是 4 的 一 个 
元 。 
DP) j=? 中 [中 -Ga)]=? 
落 钙 是 4 的 一 个 一 一 变换 ， 这 两 个 问题 的 回答 又 该 是 什 
人 女 ? 
和 解 ” 当 DP 是 .4 与 4 间 的 一 个 一 一 映射 时 ， 
中 [中 Ca)]= a 中 [中 -oo)] 未 必 有 意义 
Di[D(a) = a 中 [中 -IC 二 
读者 可 以 做 一 做 以 下 补充 习题 。 
(i) 4={ 所 有 之 0 的 整数 } 
4={ 所 有 >0 的 整数 } 
证 明 
D, xX—>X%X+1 对 一 切 xXEA4 
是 .4 与 4 间 的 一 个 一 一 上 映射， 
(ii) A= {所 有 之 0 的 实数 } 


有 = { 所 有 > 0 的 实数 } 
利用 (i 〉 题 找 一 个 4 与 4 阅 的 -一 映射 。 


§8. 同 态 


1。 A= {所 有 实数 x } 。4 的 代数 运算 是 普通 乘法 。 
以 下 映射 是 不 是 4 到 了 的 一 个 子 集 4 的 同 态 满 射 ? 

G) x—|x| b) % 一 2 C) 入 一 区 2 

d) XxX——i 
证 
中 ，: x—=|]x|=B, (x) X 人 -4 
是 4 到 4 的 一 个 同 态 满 射 。 因 为 ， 对 任 一 实数 x，|[ x | 是 一 
个 唯一 确定 的 之 0 的 实数 ， 所 以 中 ,是 4 到 4 的 一 个 映射 
车 是 EA4， 那 么 2 € 4， 
而 

PD,(T)=|F51I=7 
所 以 四， 是 4 到 4 的 一 个 满 射 : 对 任意 x，》€ 4， 
DB (ry) = ry|= 1x*Ily|=®@, (x)D, (>) 

所 以 四 ! 是 4 到 4 的 一 个 同 态 满 射 。 

pz) 当 x 取 遍 一 切实 数值 时 ，2 x 也 取 遍 一 切实 数值 。 
读者 容易 证 明 
D,; YX 一 2Z 王 中 (YX) 
是 4 到 才 的 一 个 满 射 ， 但 到: 不 是 4 到 A 的 一 个 同 态 满 射 
因为 : 取 4 的 数 2 和 3， 和 那么 

中 《2) = 14 D,(3) =6 


中 ，(2.3) = 中 (6)=12 基 中 (2) 中 (3) 

c) 取 A4= {所 有 宇 0 的 实数 }， 那 么 4 己 A。 读 者 桓 
以 自己 证 明 
DD,: X 一 22 一 中 (2X) XEA 
是 4 到 4 的 一 个 同 态 满 射 。 

d) 当 x 取 让 一 切实 数值 时 ，- x 也 取 遍 一 切实 数 
值 。 容 易 证 明 
D,: 和 -Xo— X= (x) xXEA 
是 4 到 4 的 一 个 满 射 ， 但 不 是 一 个 同 态 满 射 。 

2.， 假定 4 和 .4 对 于 代数 运算 o 利 o 来 说 同 态 ， 而 4 和 
4 对 于 代数 运算 o。 和 o 来 说 同 态 。 证 明 ，.4 和 也 对 于 代数 运 
算 。 和 0o 说 同 态 。 

解 ” 由 题 设 存 在 4 到 二 的 一 个 同 态 满 身 
Dl， Qa=2,(a) oA, ocEA 
并 十 对 于 4 的 任意 黄 个 元 素 4。 和 5 来 说 

DP, (acob} =agob=DB(a)o DP,(b) 
同样 存在 4 到 本 的 一 个 局 驴 满 身 
DBs: ”0-e=g, ta . a€NA, a€E A 
并 且 对 于 有 4 的 证 意 两 个 元 素 4 和 5 来 说 

PB, (gob) =ao0b=D, (a) oP, (6) 

如 下 定义 
GD: 4 一 中 LOG)] GE 各 
那么 中 是 4 到 了 的 一 个 同 态 满 秧 因为 ， 

(i) 上册 于 @, 和 PD; 是 同 坊 满 射 ， 所 以 对 于 任何 a EA4， 
DPD, (a) 是 4 的 - -个 唯一 确定 的 元 素 ， 而 @s[G,(a)] 是 了 的 
一 个 唯一 确定 的 元 素 ， 因 而 @ 蚌 .4 到 4 的 一 个 映射 。 
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Pet ee ape ee ， 


(ii》 ”由于 同一 原因 ， 对 于 任何 a E 4， 存在 一 个 元 
pe 使 DP, (a) = a， 并 生存 在 一 个 元 素 a EA4， 使 
1《e) =a， 因 此 在 下 之 下 ， 加 
a 一 四 :[@ (a)1=, (a) = 
而 多 是 4 到 4 的 一 个 注射 。 
(iii) ”由 于 同一 原因 ， 对 于 4 的 侍 何 两 个 元 素 & 和 。 
Pt{aoh) = PD,LD aod =P,LP (oD, (6) 
=DLD, (a)joD,LD, (6b)] 
=® (a)oP(b) 
而 中 是 4 到 用 的 一 个 同 态 满 射 . 


89. 网 构 、 自 同 构 
1。 4= {4,5,，c}。 代 数 运算 o 由 下 表 给 定 ， 


] 如 b c 
一 -一 一 a 
“GG .ice 尼 心 
| 
b c c C 
C C ce Cc 


找 册 所 有 .4 的 一 一 变换 ， 对 于 代数 运算 o 来 说 ， 这 些 一 一 变 


换 是 否 孝 是 4 的 自 辐 构 ? | 
解 A 共有 6 (= 31) 个 -- 一 变换， 即 
DI: a—>a b—b CC 
D1: . da b—e C 一 也 
Ds,: C 一 五 . be cd 
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-一 一 一 一 一 一 一 - 


起 ，: a+b b—0 C6 
DP,: a—c b—6b c— 4 
D, G 一 C bp—a cb 

允 于 代数 运算 来 说 ， 四 ,和 下, 是 4 的 自 同 构 ， 其 余 4 
个 都 不 是， EA 
任何 元 素 x 和 了， 将 有 


{1) 中 (roy) =B(ce)=B(x)o0PD()= e 
因而 
《2》 Di{c)=e 


反 过 来 ， 阁 (2) 成 立 ， 那 么 (1) 也 成 立 。 
2。 A= {所 有 有 理 数 } 。 找 一 个 .4 的 对 于 普通 加 法 来 
说 的 自 同 构 。 (映射 x 一 x 陈 外 ) 。 
解 ” 设 上 是 任 一 有 理 数 ， 且 了 0， 天 1。 
那么 
D, YX 一 天 区 | 
是 4 的 一 个 对 于 加 法 来 说 船 自 同 构 ， 并 且 巴 显然 不 是 上 映射 
xX 一 X。 外 是 4 的 一 个 一 一 变换 ， 读 者 可 以 自已 证 明 。 令 x 
和 2 是 .4 的 任意 两 个 元 素 ， 那 么 
DD r+y=>Dr+y) = 展位 村 =Rr+hy=D(r +d (y) 
所 以 是 .4 的 一 个 自 同 构 .。 
读者 可 以 试 证 ，.4 上 只 有 以 下 对 于 加 法 米 说 的 自 同 构 
x 一 kx zxE4， 此 是 二 0 的 有 理 数 
3， 4={ 所 有 有 理 数 }， .4 的 代数 运算 是 普通 加 法 ， 
肛 = {所 有 到 0 的 省 理 数 }s A 的 代数 运算 是 普通 乘法 .证 
明 ， 对 于 给 的 代数 运算 来 说 ，.4 与 4 间 没 有 同 构 映射 存在 。 
(先决 定 0 在 一 个 同 构 上 映射 下 的 象 。) 
12 


解 ” 设 号 是 4 与 4 间 对 于 所 给 代数 运算 的 一 个 同 构 映 
射 ， 而 田 (0) = a。 那 么 由 于 中 蚌 问 构 映 射 ， 有 
D0)=B0+0 =B0)D(0})=4a 
但 同 构 映 射 是 单 射 ， 所 以 得 6 = 乙 。 于 是 有 
二 1 
但 ceE 攻 ,所 以 ar0， 因 而 ae 一 1=0， 邑 =1， 
这 样 


D(0)=1 (1) 
由 于 多 是 满 射 ，4 的 元 -1 必 是 4 的 茶 一 元 e 的 象 
D(a)=—-1 


由 是 得 
Pl20 = 四 (c+al =BD(a)Da)=(- 1):=1 
于 是 由 了 多 是 单身 得 2a= 0， 即 4=0, 而 (0)= 一 1， 
与 (1) 了 矛盾。 这 说 明 ， 在 4 与 4 间 对 所 给 代数 运算 来 说 不 
存在 辣 构 对 应 ， 
读者 可 以 用 以 下 方法 得 出 本 题 的 另 一 证 明 ， 


设 中 (4a) = 2。 海 虑 人 PD (z+) 


3 10. 等 价 关系 与 集合 的 分 类 


1。 A4= {所 有 实数 }。A4 的 元 闻 的 关系 疙 以 及 之 是 不 
是 等 价 关 系 ? 

解 ” 沁 不 是 等 价 关 系 ,， 这 个 关系 不 满足 反射 律 ， 2 之 6 
不 成 立 。 
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之 也 不 是 等 价 关 系 ， 它 厅 满 足 对 称 律 ， 例 如 ， 3 之 2， 
但 2 之 3 不 成 立 。 
2。 有 人 说 : 假如 一 个 关系 尽 适 合 对 称 律 和 推移 律 ， 那 
么 它 也 适合 反射 律 。 他 的 推论 方法 是 : 因为 RR 适合 对 称 律 
agRb—=>bRa 
因为 丸 适 合 推移 律 
CRPp，DRa 一 > 和 Pa 
这 个 推论 方法 有 什么 错误 ? 
解 这 个 推 方 法 的 借 误 在 于 ， 对 于 “等 价 关系 ” 定 六 
的 陈述 没有 准确 地 理解 。 
oRbo—>6R a 
的 意思 是 ， 由 4 R65 可 得 5 R a; 仿 如 对 于 茶 一 元 素 9， 找 
不 到 任何 元 素 b6， 使 得 0 R55 成 立 ， 绪 么 就 得 不 出 b Ra， 
因而 也 就 得 不 出 2 只 aa。 例如 ， 令 4 是 束 数 集 ， 如 下 定义 了 4 
的 元 闻 的 关系 尺 ， 
oRb 当 且 仪 当 ep>0。 
尺 显 然 满足 对 称 律 和 推移 律 ,但 愉 不 满足 反射 律 ， 因 为 
0RO 


不 成 立 。 
3。 仿照 例 3 规定 整数 间 的 关系 
位 三 p 《一 5》 
证 明 你 所 规定 的 是 一 个 等 价 关 系 ， 并 且 找 上 绸 模 -~- 5 的 镜 余 
类 。 
解 ” 可 以 完全 仿照 例 3 米 做 ， 
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第 二 章 群 论 
1. 和 群 的 定义 


1。 全 体 整 数 的 集合 对 于 普通 减法 来 说 是 不 是 一 个 群 ， 
不是， 因为 普通 减法 不 适合 结合 律 ， 
例如 
1 
3 人 (2- 力 关 (3-2)- 1 
2.。 举 一 个 有 两 个 元 的 群 的 例 。 
解 令 G = { <，a}，G 的 乘法 由 下 表 给 出 


F ,es 
万 | 仓 位 
GG ， CC 如 


目 完 ， 容 易 验证 ， 这 个 代数 运算 满足 结合 和 
(1) (XI)s=x(y2z) Ts y, 2EG 
因为 ， 由 于 e 人 者 是 元 素 e 在 {1 中 出 现 ， 
那么 (1) 成 立 。 (参考 第 一 章 ，§ 4 ， 习 题 3 .) 若 是 e 不 
在 (1) 中 出 现 ， 那 么 有 | 
(aa)a=e ga=a ud(aa)=ae=a 


而 《1) 仍 成 立 。 
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其 次 ，G 有 左 单位 元 ， 就 是 e ; e 有 左 逆 元 ， 就 是 。， 
a 有 左 逆 元 ， 就 是 a。。 所 以 G 是 一 个 群 . 
读者 可 以 考虑 一 下 ， 以 上 运算 表 是 如 和 何 作出 的 。 
3。 证 明 ， 我 们 也 可 以 用 条 件 I， 工 以 及 下 面 的 条 件 
8W 7，Y 来 做 群 的 定义 : 
NW” G 里 至 少 存在 一 个 右 逆 元 a-!， 能 让 
Oe 三 
对 于 G 的 任何 元 o 都 成 立 ; 
V 对 于 @ 的 每 一 个 元 "， 在 G 里 至 少 存在 一 个 右 道 
元 a '，， 能 让 
Ud = 
解 ” 这 个 题 的 证 法 完全 平行 于 本 节 中 关于 可 以 用 条 件 
I， 了 ，W ,VY 米 做 群 定义 的 证 明 ， 但 读者 一 定 要 自己 写 一 
下 。 


$ 2. 单位 元 、 逆 元 、 消 去 律 


1。 若 群 @G 的 每 一 个 元 都 适合 方程 z* =e, 那么 G 是 交 
换 群 。 
解 令 和 和 b 是 G 的 任意 两 个 元 。 由 题 设 
(ab) (ab) = (ab) :=€ 
另 一 方面 
{ab) (ba) = apb2a=acae=G2 二 6 
于 是 有 《ca (ab) = (ab) (8a) 。 利 用 消去 律 ， 得 
ab= ba 
所 以 G 是 交换 群 。 
158. 


2。 在 一 个 兰 限 先 让 上 阶 记 于 2 欧元 前 个 数 一 定 是 从 
数 。 

解 ” 令 G 是 一 个 有 限 午 和 豚 G 有 元 4 而 4 的 阶 n 之 2。 
考察 ao !。 我 们 有 

a"{a 1)"=e€@ ela- i})"= (a-!)"=e@ 
设 正 整数 和 <nm 而 (ac =e， 那 么 同上 可 得 om =e， 与 4 是 
a 的 阶 的 假设 六 盾 。 这 样 ，% 也 蚌 a ! 的 阶 ， 易 见 co 关 Ga。 
否则 
a 一 0 一 
与 > 2 的 假设 了 矛盾。 这样 ， 我 们 就 有 一 对 不 同 的 阶 大 于 2 
的 元 ca 和 a:。 

设 G 还 有 元 6565，45 天 4a，5 生 a-1!:， 并 且 5 的 阶 大 于 2，。 
那么 6”! 的 阶 也 大 于 2， 并 且 6b"'!5. 我们 也 有 上 扩 : 关 av 
否则 

e=b-ib=aa :=b-io™! 
消去 8"! 得 65 =a ! ， 与 假设 矛盾 。 同样 可 证 68? 到 a *。 这 
样 ， 除 4 和 a!' 外 ， 又 有 一 对 不 同 的 阶 大 于 2 的 元 5 和 6” 。 

由 于 各 共有 限 群 ， 而 各 的 阶 大 于 2 的 元 总 是 成 对 出 现 ， 
所 以 他 里 这 种 元 的 个 数 一 定 是 候 数 ， 

3。 假定 @G 是 一 个 阶 是 偶数 的 有 限 群 。 在 C@ 里 阶 等 于 2 
的 元 的 个 数 一 定 是 奇数 。 

解 ” 由 习题 2 知 ，G 里 阶 大 于 2 的 元 的 个 数 是 偶数 。 但 
G 只 有 一 个 阶 是 1 的 元 ， 就 是 单位 元 e 。 于 是 由 于 避 的 阶 是 
偶数 ， 得 G 里 阶 等 于 2 的 元 的 个 数 是 奇数 。 

4。 一 个 有 限 群 的 每 一 个 元 的 阶 都 有 限 。 

解 令 G 是 一 个 有 眼 群 而 4 是 G 的 任 一 元 素 ， 那 么 


bo Ne 
oy A 
<- 


a, a? ，G 
不 能 都 不 相等 。 因此 存在 正 整 数 i i 了 了 >>?， 使 ai=ai。 用 
ca 和 浦 两 边 ， 得 
C1). ai = e 
这 样 ， 存 在 正 整 数 i 一 j。 使 (1) 成立。 因此 也 存在 最 小 的 
正 整 数 ， 使 a"=e， 这 就 是 说 ， 元 8 的 阶 是 m7。 


§ 4. 和 群 的 同 态 


假定 在 两 个 群 侣 和 和 的 一 个 同 态 映射 之 下 ，a 一 G。 4 与 
a 的 阶 是 不 是 一 定 相同 ? 

解 ” 不 一 定 。 例 如 ， 令 @G 是 本 章 .$1 中 例 2 所 给 出 的 铬 
而 如 是 该 节 中 例 工 所 给 出 的 群 。 那 么 读者 容易 证 明 
on ?3 一 区 nn 是 GG 的 任意 元 

是 全 到 富 的 一 个 同 态 映 射 。 但 G 的 每 一 个 元 4 + 0 都 是 无 限 
阶 的 ， 而 & 的 阶 是 1。 


3$5. 变换 群 
1。 假定 + 是 集合 4 的 一 个 非 一 一 变换 。 * 会 不 会 有 一 


个 万 道 元 T! 钙 得 rr=89? 
解 ” 可 能 有 。 例 如 令 .4 = ! 所 有 正 整 数 } ， 册 


Ts . 1 一 1， ?一 好 一 工 n>1 
显然 是 4 的 一 个 非 一 一 变换 。 而 4 的 变换 
Te n—1t+1 nA 

就 能 使 "t= 
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2。 假定 4 是 所 有 实数 作成 的 集合 。 证明 ， 所 有 4 的 可 
以 写成 
rar+b a 和 5 是 有 理 数 ，a 直 0 
形式 的 变换 作成 一 个 变换 群 这 个 群 是 不 是 一 个 交换 群 ? 
解 ” 令 G 其 由 一 切 上 述 变 换 作成 的 集合 。 考 察 G 的 任何 


随 个 元 素 

到 zorx+b a 利 上 5 起 有 理 数 ，a 才 0 
4 r—crxtid c 利 愉 .让 有 理 数 ，c 夫 0 
那么 

rhs TXT= {artb)i= ce (arib)+d 


= (ca)rt+ (ch+ ad) 
这 里 co 和 c b + d 都 是 有 型 数 ， 并 有 是 c 9 0。 
所 以 4 仍 属于 G， Se 
结合 律 对 一 般 变换 都 成 立 ， 所 以 对 上 述 变换 也 成 立 。 
单位 变换 


容易 验证 ，r 在 G 中 有 道 ， 即 


< a LA 
Ti 工 | 


因 些 C 作 成 一 个 变换 群 。 
但 C 不 是 一 个 交换 群 。 
Ti1: r=—*T+1 


53 X27 


: TT 
ie (x 1) = (r+1)'?=2r+2 
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t 
Tetls r(x) 1 = (2x) =2z+ 
TIT, 天王 2T1 


3。 假定 S 是 一 个 集合 A 的 所 有 变换 作成 的 集合 。 我 们 


暂时 仍 用 符号 

Ts a—>0’ =T(0) 

来 说 明 一 个 变 欣 + 。 证 明 ， 我 们 可 以 用 
TIT,: a—>T [Tt, (aa)]=riroraG) 


来 规定 一 个 的 乘法 ， 这 个 乘法 也 适合 结合 律 并 且 对 于 这 个 
乘法 来 说 ，e 还 是 S 的 单 你 元 ， 
解 令 zr 和 是 S 的 任意 两 个 元 而 & 是 4 的 作 意 一 个 
元 。 那 么 rz(a) 和 rrfrx (cc)] 都 是 4 的 唯一 确定 的 元 ， 因 
此 如 上 规定 的 tt; 仍 是 S$S 的 一 个 唯一 确定 的 元 而 我 们 得 到 了 
一 个 S 的 乘法 .。 
令 rs 也 是 .9 的 一 个 任意 元 ， 那 么 
[krir2)rs](c)=zrir[rri(a)] =zfzrsrr (aa)]} 
[ry (Tat3) (0) =7 [rr (0)1=T{r [Lr (a)]} 
所 以 (TTs)Ts=TI (rsta) 而 乘法 适合 结合 律 。 
令 z 是 ?的 任意 元 。 由 于 对 一 切 和 4， 都 有 efka) = oa 
所 以 
er(a)=efr(oa)} =r(o) 
于 让] 三 站 要 
即 srz=re=z 而 s 仍 是 S 的 单位 元 。 
4。 证 明 ， 一 个 变换 群 的 单位 元 一 定 大 恒 等 变换 。 
解 设 @ 是 由 某 一 集合 4 的 变换 组 成 的 一 个 变换 群 ， 而 
是 G 的 单位 元 。 和 任 取 G 的 一 个 元 z 和 .A 的 一 个 元 a。 由 于 
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et=T， 有 
oe 二 
由 于 7 是 4 的 一 个 一 一 变换 ， 记 以 af= 2 而 2 是 4 的 过 等 变 
换 。 
5。 证 明 ， 实 数 域 上 一 切 有 逆 的 nx Xx n 矩阵 对 于 矩阵 乘 
法 来 说 ， 作 成 一 个 和 群 。 
解 ”这 个 题 的 解法 很 容易 ， 这 里 从 路 。 


8$ 6. 置换 群 
找 出 所 有 S ;的 不 能 和 (331) 交换 的 元 ， 


0 
.0 
其 中 的 | 
Cy 
最 然 可 以 和 (i11) 交换 。 通 过 计算 ， 易 见 其 它 三 个 元 不 能 和 
23 1) 交换， 
2。 把 Ss 的 所 有 元 写成 不 相连 的 循环 置换 的 莱 积 。 
® (1337-0, (482)-0 9 


Fa 
面 


tt ty 
DD Mw 


). (3 
), (3 


OM pt 


多 


人 1 2)= (1 2 )， @: > 1)= (1 3 )， 人 3 )= (123) 
C3 1 2)= (1 3 2) 
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3。 证 了 明 ， 
(i ) 两 个 不 相连 的 循环 置换 可 以 变换; 
《ii) (ta 
解 〈i) 看 S,。 的 琴 个 不 相连 的 循环 置换 gc 和 。 我 们 
考察 乘积 cr 使 数字 1 ，2 ，…，? 基体 变动 。 有 三 种 情况 。 
(9) 数字 i 在 o 中 出 现 ， 并 内 og 把 i 变 成 i 。 这 时 
由 于 和 和 7 不 相连 ，j 不 在 t+ 中 出 现 ， 因 而 + 使 YY 不 变 ， 所 
以 scr 仍 把 了 蕉 成 二。 
(5) 数字 在 z 中 出 现 ， 并 且 z 把 变 成 1 。 这 时 
kk 不 在 中 出 现 ， 因 出 0 使 不 变 ， 所 以 oT 仍 把 大 变 成 1、。 
(Cc) 数字 不 在 ga 外 IT 中 出 班 ， 这 时 ar 使 闫 不 动 。 
如 上 考察 ra 和 从 数字 1，2，…，? 如 何 变 动 ， 显然 得 
到 同 梓 的 结果 。 关 此 or = rcr。 
《ii)》 出 于 《2 =(t)7， 所 以 
人) 
4。 证 明 一 个 二 一 循环 置 搞 向 险 是 开 。 
解 一 个 kk - 循环 妓 坑 = 全 交加 的 一 次 方 ， 二 次 
方 ，…， 卡 次 方 分 别 反 二 变 成 并 ，isg，…'， 让 。 同 理 x* 把 i， 
蛮 威 并， ， 把 让 六 成 计 。 因此 x = (1)。 册 上 和 面 的 分 析 ? 
若是 1 人 kk， 那 么 XT 大 (1 )。 这 就 证 明了 了 ，7 的 阶 是 天。 
5。 证 明 .，*, 的 每 一 个 元 者 可 以 写成 
(Ly 
这 1 一 1 个 2~ 循环 置换 中 的 营 干 个 的 乘积 . 
解 ” 由 十 繁 一 个 星 换 都 可 以 写成 不 相连 的 循环 名 换 的 荚 
积 ， 所 以 只 须 和 证明， 一 个 循环 丑 换 可 以 写成 从 十 个 (1 7) 形 
的 置 斤 的 乘积 。 设 zt 是 一 个 Rk- 和 狂 坏 里 换 。 我 们 分 两 个 情形 
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加 以 讨论 ， 
(a) ”1 在 4 中 出 现 ， 这 时 可 以 写成 
C1irra I-1) 
容易 验算 
《17 = C1i)t1 i2) (1 ir-1) 
(6) 1 不 在 天 中 出 现 ， 这 时 
rr) 
=(〈(1i) (C112)°: (1 38) Clg 


7. 循环 群 


1。 证 明 ，、 一 个 循 乓 群 一 定 是 交换 群 。 

解 ” 设 循环 群 G = (4)。 效 么 G 的 任何 两 个 元 都 可 以 号 
成 a"” 和 om， + 是 整数 ) 的 形式 .但 
可 oar= a0"=0"" "=0"a" 


2。 假定 群 的 元 < 的 阶 征 n。 证明 a' 的 阶 是 如 ， 这 里 


d = (r, 从 是 7 和 nn 的 万 大 公 因 子 . 
解 由 jd|Ir, ?r=ds, Br 
i (0) = a") =e 
现在 证 明 ， 志 就 是 or 的 阶 . 设 a 的 阶 为 。 那 么 三 机 。 
令 


=khgtrt 0<r,<h-1 


得 
6 KGfrT 
e= (a) a) = (a) (od Cor)" 
但 + 二 上 上 而 是 a' 的 阶 ， 所 以 r= 0 而 


好 


5 


2 


于 是 得 | 当 。( 参 看 本 节 定 理 的 第 二 种 情形 ,) 


为 了 证 明 = 可 ， 只 须 反 过 来 证 明了 了 |。 由 om=e 而 


"是 a 的 阶 ， 癌 上 有 nl1rg， 因 而 地 | 言 上 &. 但 d 是 n 和 7 的 


最 大 公 因子 ， 所 以 了 和 才 互 素 而 有 了 | A。 


3。 假定 生成 一 个 阶 是 二 的 循环 群 G。 证明，a' 也 生 
成 G， 假 如 (r，m = 1 (这 就 是 说 和 ?= 互 素 )。 
解 ” 由 习题 2 ，o' 的 阶 是 rn 。 所 以 
QTry (a')?, “ts (a)"-!, (a'’)}"=& 
互 不 相间 .但 G 只 有 + 个 元 ， 所 以 
G= {a, (0):, -.., (a")"} 
而 a' 生成 G 。 
4。 假定 G 是 循环 群 ， 并 且 G 与 蔚 同 态 ， 证 明 恕 也 是 循 
环 群 。 
解 ” 由 于 GG 与 吕 辣 态 ， 如 也 是 一 个 群 。 设 G = (a), 而 
在 G 到 和 互 的 同 态 满 射 P 下 ，o 一 >a。 看 可 的 任意 元 。 那 么 
在 下 有 wu"EG, 使 "一 >9。 但 a" 一 ->a 。 所 以 7 =8 。 


2 和 4 
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这 样 ， 如 的 每 一 元 都 是 2 的 一 个 乘 方 而 GG = (o) 。 

5。 假定 G 是 无 限 阶 的 循环 群 ， 匠 是 任何 循环 群 。 证 明 
G 与 世 同 态 . 

解 令 G=(a)， = (a)。 定 义 
DD, am- >a” 
我 们 证 明 ， 中 是 全 到 豆 的 一 个 同 态 满 射 。 

i) 由 于 局 是 无 限 阶 的 循环 群 ，G 的 任何 元 都 上 只 能 
以 一 种 方法 写成 or 的 形式 ， 所 以 在 中 之 下 ，G 的 每 一 个 元 
有 一 个 唯一 确定 的 象 ， 而 外 是 G 到 如 的 一 个 映射 . 

(ii) ”如 的 每 一 个 元 都 可 以 写成 a 的 形式 ， 因 此 它 在 
PD 之 下 是 G 的 元 a" 的 象 ， 而 是 G 到 GG 的 一 个 潢 射 。 


m+n ~-m—n 


(C111) a"g" = a"*"——>a =a a 


所 以 @ 是 G 到 下 的 一 个 同 态 满 射 。 


38. 子 笠 


1。 找 出 5: 的 所 有 子 群 。 
解 S: 亚 然 有 以 下 子 群 ， 
Ss 本 身 ， ((1))= { (1)}; 
((12))={(12), (1)}; 
((13)={(13), (1)}; 
((23)) = 1{(23), (1)}; 
(123))= { (123), (132), (1)},. 
洛 人 Ss 的 一 个 子 群 映 含 有 (1 2)， (1 3) 这 两 个 2 ~ 循环 
置换 ， 那 么 末 人 台 有 


25 


A wml 一 一 一 一 


(12) (13)=(123), (123) (12)=(2 3) 
因而 玉 = Ss。 辣 理 ， 若 是 5 的 -个 子 群 含有 两 个 2-- 人 循环 置 
换 (21)，(23) 或 031)，(32)， 这 个 子 群 也 必然 
是 Sas。 

用 完全 类 似 的 方法 ， 读 者 可 以 算出 ， 若是 S。 的 - J 
群 含 有 一 个 2- 循 环 置 换 和 一 个 3- 循环 置换 ， 那 么 这 个 子 群 也 
必然 是 S 。 

因此 上 面 给 量 的 6 个 子 群 是 SS。 的 所 有 子 群 。 

2。 证 明 ， 群 @ 的 两 个 子 样 的 交集 也 是 如 的 子 群 。 

解 ” 设 肪 | 利 昌 ;是 的 子 群 . 

令 e 是 G 的 单位 元 ， 那 么 e 属于 地 利 瑞 ;,， 因 而 

e EHH, 
而 及 |, 们 太 ;不 空 

令 49， 上 bE 人 NN 及;,。 那 么 4 ,6b 属 于 碳 , 和 虹 ;,。 但 并 ， 
和 互 ,是 子 群 。 押 以 ab 1 属 证 万 ,和 囊 :， 因 侧 属 于 后: 站 瑟 ，。 

这 就 证 明了 ,二 们 刁 ; 是 G 的 了 群 。 

3。 取 S5S; 的 子 代 S$S={(12),，(123)}。S 生 成 物 
子 秤 包含 哪些 元 ? 一 个 群 的 两 个 不 同 的 子 集会 不 会 生成 相同 
的 子 群 ? 

解 。 1 的 解 。 

4。 证 明 ， 循 环 群 的 子 群 也 是 循环 群 。 

解 ” 设 循环 群 C = (器 ) 而 如 是 避 的 一 个 子 群 。 

车 及 只 会 单位 元 2 =a "， 则 于 = (ee ) 是 循环 群 。 若 末 不 
私 含 单位 元 ， 那 么 训 为 瑟 是 子 群 ， 它 一 定 会 有 元 a"， 共 中 
是 正 轻 数 。 令 i 是 最 小 的 使 得 oi 属于 互 的 正 整 数 ， 我 们 证 
明 ， 这 时 豆 = (a!) 。 看 避风 任 一 元 四 。 令 . 
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t =ig+r | 0 二 r<i 
那么 a' = ao。 由 于 ca: 和 0i3 都 属于 碳 ， 有 
a'=a isg EH 

于 是 由 假设 > = 0，a'= (ai)* 而 = (ai)。 

5。 找 责 模 12 的 镜 余 类 加 群 的 所 有 于 群 ， 

蟹 ” 模 12 的 剩余 类 加 群 G 是 一 个 阶 为 12 的 循环 群 。 因 此 
由 题 4 ，G 的 子 群 都 是 知 环 群 ， 容 易 看 出 : 

(L0J) =L0 

(L1 了 )=([5]) =(C7])=([113]) = C 

([2) =([1i0]) = {2], C41}, [63, [8], [10], C0OJ} 

(La8D)= (9 = LG E91 [C0]} 

([4])= (58D)={[4J], [8]J], [0]} 

(L561)= {56 [0]} 
是 的 有 所 有 子 群 ， 

6， 假定 并 是 群 G 的 一 个 非 空 子 集 并 且 互 的 每 一 个 元 的 
阶 都 有 限 ， 证 明 ， 五 作成 一 个 子 群 的 充 要 条 件 是 ， 

a, bEH—>abEH 
解 ”由 本 节 定 理 1 ， 条 件 显然 是 必要 的 。 
要 证 骨 条 件 也 是 充分 的 ， 由 同一 定理 ， 只 须 证 明 ， 
4 后 五 一 >o :EH 

设 a EE 及 ， 由 于 于 的 丝 一 元 的 阶 者 有限， 所 以 a 的 阶 

是 某 一 卡 整 数 r 而 a '=a"”!。 于 是 由 所 给 条 件 得 a 6 万。 


§ 9， 子 群 的 陪 集 


1。 证 明 ， 阶 是 素数 的 群 一 年 是 循环 群 。 
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解 ” 设 群 G 的 阶 为 素数 Pp。 在 G 中 取 一 元 0 站 e, 则 4 
生成 G 的 一 个 循环 子 群 (40)。 设 (a) 的 阶 为 n， 那 么 Nn 天 1。 
但 由 定理 2，n ph， 所 以 2 = 而 G = (9) 蚌 一 个 循环 群 ， 

2。 证 册 ， 阶 是 如 的 群 (Pp 是 素数 ， mm 之 1) 一 和 定 包 含 
一 个 阶 是 了 的 子 群 . 

解 ” 设 群 G 的 阶 是 p"。 在 G 中 各 一 元 4 到 6 ， 那 么 由 定 
理 3，a 的 阶 n1p", 但 nn 到 1， 所 以 n=p，t 之 1。 若 
t = 1， 那么 4 的 阶 为 p， 而 (4) 是 一 个 阶 为 bp 的 子 群 。 大 
t 之 1， 可 取 6 =ar ”， 那 么 6 的 阶 为 而 (5) 是 一 个 阶 
为 了 的 子 群 . 

3。 假定 a。 和 45 是 一 个 群 G 的 两 个 元 ， 并 日 ab=8a， 又 
假定 4 的 阶 是 襄 ， 上 6 的 阶 是 n， 并 且 (m，n) = 1。 证 明 ; 
a 的 阶 是 mm。 

解 ” 设 ab 的 阶 是 局 。 由 ob=ba， 得 

(ap) mn = a""b""o g 
因此 & im n 。 我们 反 过 来 证 明 ，m n 1 上。 上 

e = (ab) "= at"btn = gkr 
以 及 4a 的 阶 为 Mm， 得 mm]kn。 但 (m，n)=1， 所 以 m1 
同 理 n | kk。 又 由 (tr,，n)= 1， 得 mn 上。 

这 样 ，a5 的 阶 亡 =n， 

4。 假定 ~ 是 一 个 群 @@ 的 元 间 的 一 个 等 价 关 系 ， 并 且 对 
于 G 的 任意 三 个 元 4，x，x/ 来 说 

GT 一 QT” 一 > 一 7 
证 明 ， 与 GG 的 单位 元 e 等 价 的 元 所 作成 的 集合 是 G 的 一 个 子 
群 。 
解 令 互 是 与 e 等 价 的 元 所 成 的 集合 。 
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由 于 e~e， 所 以 五 不 空 。 
设 4，6bE 有 .那么 4~e，b~。e。b~e 可 写成 
a lab~a™!a 
因此 由 题 设 ，ab~a~e 而 abEH.， 
ae 可 写成 ae~aa-!， 因 此 出 题 设 ，e~a 而 or E 五 ， 
这 样 ， 五 作成 G 的 一 个 子 群 。 
5。 我 们 直接 下 右 陪 集 豆 c 的 定义 如 下 瓦 ce 刚好 包含 
G 的 可 以 写成 
ha (hE€EH) 
形式 的 元 。 由 这 个 定义 推出 以 下 事实 ，G 的 每 一 个 元 属于 而 
且 只 属于 一 个 右 陪 集 . 
解 ” 取 任意 元 0 EGG。 由 于 五 是 一 个 子 群 ， 单 位 元 
e E 万 ,因此 aa= eaE 吕 5， 这 就 是 说 ， 元 a 属 于 右 吵 集 
H a. 
设 4€6，a Cc， 那么 
goG=hb=H,c (h,, kh, EH) 


由 此 得 ，5 = 有 hs。c ， 而 刁 5 的 任意 元 


hb=hh hc EHc 

四 而 五 5 性 及 cc 。 同 样 可 证 丸 cC 必 HH58。 这 样 太 b= He 而 
a 只 能 属于 一 个 右 陪 集 . 

6。 车 我 们 把 同 构 的 群 看 成 一 样 的 ， 一 共 只 存在 两 个 阶 
是 4 的 群 ， 它们 都 是 交换 和 群 。 

解 ” 先 给 出 两 个 阶 是 4 的 群 。 

模 4 的 刹 余 类 加 群 G,= {[0j, [C51], [21, [3]}。 
G ;的 元 [ 1] 的 阶 是 4 而 G ,是 [ 1]j 所 生成 的 循环 秤 ([ 1 ])。 
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S4 的 的 子 群 
Bo={(1), (12)(34), (13) (24), (14) (2 3}} 

叫 作 克 莱 因 四 元 群 ， B84 是 5S, 的 于 和 群 容易 验证 。 我们 有 

[CCL12) (C8343:=CC13) (C24:= [0(14 (23)I3? = (1) 

(12) (342) (1 3) (24) = (13) (24) (12) (3 4) = (14) (23) 

(13) (24) (14) (23) = (1 0) (2 3) 01 3) (2 4) = (12) (34) 

(14) (23) (12) (34) = (2(3D000 (023 = (3 (24) 
这 两 个 群 显然 都 是 交换 群 。 

现在 证 明 ， 人 和 任何 阶 是 4 的 群 都 和 以 上 两 个 群 之 一 同 构 . 
设 G 是 一 个 阶 为 4 的 群 。 那 么 G 的 元 的 阶 上 其 能 是 1，2 或 4 

若 人 有 一 个 阶 为 4 的 元 dg ， 那 么 CG = (qd) 是 一 个 循环 群 
而 吕 G 与 G 1 同 构 . 

若 各 没有 阶 为 4 的 元 ， 那 么 除 单 位 元 e 外 ，C 的 其 它 3 
个 元 的 阶 都 是 2 ， 因 此 有 

G= {e, a, b, c} a:=b:=c*:~e@ 

内 于 G 是 群 , 有 abEG。 我 们 证 明 ，ab = c。 

出 ab= 2 将 得 ap=o 和 了 = 4， 这 不 可 能 . 

出 46= a 将 得 5 = e， 也 不 可 能 . 

由 45= 5 将 得 4 = ee， 也 不 可 能 。 

因此 只 能 ab = c。 癌 样 可 证 

ab= ba=c, be=cbh=a, ca=ac=b 

比较 G 和 B84, 的 代数 运算 ， 易 见 上 GG 和 B, 同 构 . 

补充 题 ”利用 6 题 证明， 一 个 育 限 非 交 换 群 百 少 有 6 个 


一 


pi 
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$ 10. 不 变 子 群 、 商 群 


1。 假定 群 G 的 不 变 子 群 N 的 阶 是 2。 证明，G 的 中 心 
包 食 六 

解 令 NN= 1e，n}， 这 里 是 G 的 单位 元 。 取 GG 的 任 
意 元 4a。 由 于 入 是 一 个 不 变 子 群 ， 有 4N=JVa， 即 

{a, an} =a, nao} 

所 以 an=na。 这 样 ，N 的 两 个 元 e 和? 都 可 以 和 G 的 任何 
元 6 交换， 所 以 NN 属于 G 的 中 心 。 

2. 证 明 ， 两 个 不 变 子 群 的 交集 还 是 不 变 子 群 。 

解 ” 令 和 N ,和 NN; 是 群 G 的 两 个 不 变 子 群 ,那么 Nj 站 NN，,， 
是 G 的 一 个 子 群 (§$8， 习 题 2), 我 们 进一步 证 明 ，N |, 几 1 NN ;- 
是 OG 的 一 个 不 变 了 群 。 令 aEG，nENINN,， 那 必 n EN I， 


EN,, 但 N 和 六 :是 不 变 子 群 所 以 人 全 


‘gna EN,， 因 而 
ana !EN(N, 
于 是 由 定理 2，N ,人 VN; 是 一 个 不 变 子 群 . 
3。 证明 ， 指 数 是 2 的 子 群 一 定 是 不 变 闻 群 ， 
解 令 G 是 一 个 群 而 六 是 @G 的 一 个 指数 为 2 的 子 群 。 
车 rn EN， 那么 显然 有 nN=Nn。 设 bEG， bEN. 
那么 由 于 入 的 指数 是 2 ，G 被 分 成 两 个 左 陪 集 N 和 bN; G 
也 被 分 成 两 个 石 陪 集 N 和 必 5。 因 此 6bN = Nb。 这样， 对 于 
G 的 任何 元 2 来 说 ，aAN=ANa 而 闪 是 G 的 一 个 不 变 子 故 。 
4。 假定 瑞 是 G 的 子 群 ，N 是 G 的 不 变 子 群 。 证 明 ， 
HN 是 G 的 子 群 。 
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解 ” 由 于 妃 和 六 都 不 空 ， 所 以 万 也 不 室 。 
设 2oEHNHN， bEHN。 那么 
a=hin,, b=h,n, (hs kh, EH, A n, EN) 


ab l=hnn, h, =h,n’h, (Ge =n,n, ) 
由 于 入 是 一 个 不 余子 群 ， 有 
Nh =h, N, nh, =h,'#n (n EN) 


由 是 得 ab™! = (hh ) n EHN 而 HN 是 一 个 子 群 ， 


5。 举例 证 明 ，G 的 不 变 子 群 入 的 不 变 子 群 入, 未 必 是 
G 的 不 变 子 群 ( 取 G = S54)， 
解 今 G= 5,， 
N= { (1), (12) (34), (13) (20), (1 4 (23)1 
N={(1), (12) (34) } 
已 姑 六 是 人 的 一 个 子 群 (二 节 习题 6)。 我 们 证 明 ，N 
是 G 的 一 个 不 变 子 焙 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 考察 ， 是 否 对 
一 切 x ES,， 等 式 
(a) nNax = 用 
成 立 。 册 于 任何 7 都 可 以 写成 (1 形 的 2- 循环 置换 的 乘 
积 (8$ 6 。 习题 5) ， 我 们 只 须 对 《1 形 的 x 来 看 等 式 
(a) 是 否 成 立 。 又 由 于 六 的 元 的 对 称 性 ， 我 们 只 须 看 
r=(12) 的 情形 ,但 
(12) { C1), (12) (34), (13) (24), (14) (23) } (12) 
={(C1), (12) (34), (14) (23), (13) (24)} 
所 以 凡是 SS 的 一 个 不 变 子 群 。 由 于 六 是 交换 群 ， 久 ,当然 是 
区 的 一 个 不 变 子 群 。 但 Ni 不 是 SS 的 一 个 不 变 子 群 。 因 为 
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(13) 5(12) (34) ] (13) = (14) (23) EN, 
6。 一 个 群 G 的 可 以 写成 a 'b7'ab 形式 的 元 叫 作 换 位 
子 。 证 明 ， 
(i1) 所 有 有 限 个 换 位 子 的 乘积 作成 的 集合 C 是 G 的 
一 个 不 变 子 群 ; 
(ii) G/CC 是 交换 群 ， 
(iii) 车 仿 是 G 的 一 个 不 变 子 群 ， 并 且 G /NN 是 交换 
群 ， 那 么 
NOC 
解 (i) C 的 两 个 元 的 乘积 仍 是 有 限 个 换 位 子 的 乘 
积 ， 因 而 仍 是 C 的 一 个 元 。 一 个 换 位 子 的 道 仍 是 一 个 换 位 
子 ， 所 以 5 的 一 个 元 的 首 仍 是 C 的 一 个 元 。 这 样 C 是 一 个 子 
群 。 
对 于 aEG, cc EC, aca !=(gca !c!)c EC，, 所 
以 C 是 G 的 一 个 不 变 子 群 。 
(ii) 令 a DEG。 那 么 c :oap= c EC, 册 此 得 
ab=bac, abC=bacCtC= baC 
有 凤 aC6bC= bCaC 而 G /C 是 交换 群 。 
(iii) 因为 GAN 是 交换 群 ， 所 以 对 G 的 任何 两 个 元 
2 和 
(aN}y(bN)={(bN)})(aN), abN=baN 
由 此 得 a5=ban (fcEAN) a !'b-liaob=n EN. 
这 样 入 含有 一 切换 位 子 ， 因 市 含有 C.， 
补充 题 。 令 工 和 (pb) 属于 Ss。。 证明 


< ee Sa 。 忆 在 
Tt (Ciani r= (i Re 
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§11. 同 态 与 不 变 子 群 


1。 我 们 看 一 个 集合 4 到 集合 4 的 满 射 四 . 证 明 ， 洲 4 
的 子 集 S 是 4 的 子 集 5S 的 道 象 ，S 一 定 是 5S 的 象 ， 但 车 9 是 
S 的 象 ， S 不 一 定 是 S 的 逆 象 。 

和 解 (i) 设 S$ 是 SS 的 道 象 。 这 时 对 任 一 元 ac € 5S， 存在 
元 9a€5, 使 D(a)= a， 因此 BB(S)CS。 反 过 来 ， 对 任 
一 元 5ES， 存 在 aE 5S, 使 Pl(a)= a， 因此 SC@DUS). 
这 样 5=B(S)， 即 人 5 是 5 的 象 。 

(ii) 令 4={1， 2, 3, 4}，A= (2 4，4 到 
-4 的 满 射 是 
oo, 1— 2,， 2— 2,， 3—4， 4 一 4 

取 S= {1，3}。 那 么 S 的 象 S= {2，4}。 但 S 的 道 
象 是 4 关 S。 

2. 假定 群 G 与 群 避 同 态 ，N 是 如 的 -个 不 变 子 群 ，N 
是 玉 的 北 象 。 证明，G/N 衬 G/N，. 

解 ” 设 所 给 G 到 局 的 同 态 满 射 是 


号 ， cc 一 GaG= 态 (ac) 
我 们 要 建立 一 个 G/N 到 如 /NN 的 同 构 有 映射。 定义 
吧 : aN=aN 


若 aN= 6b6N， 那 么 b-! a EN。 出 于 六 是 NN 在 多 之 下 
的 象 ， 有 
b-ia=b-!a€EN, oN=bN 
所 以 风 是 G/N 到 五 /BN 的 一 个 映射 。 
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设 ON EB/N 而 (a) = a， 那么 
yw, aAl—aN 
所 以 多 是 G/N 到 GAN 的 一 个 满 射 ， 

若 aN+ bN， 那 么 6"! a EN。 由 于 NN 是 N 的 首 象 ， 
由 此 得 加 

b-'ia=b aE€EN, QANzbN 

所 以 如 是 G/N 与 /AN 间 的 一 个 一 一 映射 。 

最 后 ， 由 于 
WW, aNbeN= abN— >obN=aNbN 
VW 是 G/N 与 G/N 河 的 一 个 凤 构 肌 射 ， 

3。 假定 G 和 和 和 匠 是 两 个 有 限 刊 环 群 ， 它 们 的 阶 各 是 w 和 
nn 。 证 阴 ，CG 与 你 同 态 ， 当 而 且 只 当 ? | 六 的 时 候 。 

解 ” 设 人 与 他 间 态 ， 那 么 由 定理 2，G/NSs 丁 ， 这 里 
N 是 G 到 如 的 同 态 满 射 的 核 。 所 以 G/N 的 阶 是 xn 。 但 G/N 
的 阶 等 于 不 迹 卫 群 N 在 GG 里 的 指数 ， 所 以 由 8 9 的 定理 2 它 
能 整除 人 G 的 阶 加 。 出 此 得 n 1m。 

反 过 来 设 ”1m。 令 G= (0)， 和 = (0o) 。 定义 
DD. CR 一 一 > a 
游 or 二 at， 那么 m1 有 hk&。 于 是 由 nim, 得 rn [| 及 一 上 而 
a =a 。 这样 四 是 G 到 如 的 一 个 映射 容易 证 明 ， 中 是 G 到 
怕 的 一 个 同 态 满 秧 。 因 此 G 与 革 癌 态 ， 

4。 假定 GG 是 一 个 循环 群 ，N 是 避 G 的 一 个 子 群 。 证明 ， 
G/N 也 是 循环 群 ， 

解 循环 群 G 是 交换 群 ， 所 以 加 的 子 群 挛 是 不 变 子 群 ， 
而 G/N 有 意义 。 
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设 G = (4)。 容 易 证 明 G/N = (aN)。 所 以 G/N 也 是 
循环 群 。 
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第 三 章 ” 环 与 域 


3 1. 加 群 、 环 的 定义 


1。 证 明 ， 本 节 内 所 给 的 加 样 的 一 个 非 空子 集 作成 一 个 
子 群 的 条 件 是 充分 而 且 必 要 的 ， 

解 ” 可 以 象 证 明 p。62 定 理 1 那样 完全 类 似 地 加 以 证 明 ， 
这 里 从 略 。 


2。 尺 =10，a，p5b，c + 加 法 和 乘法 由 以 下 两 个 
表 给 定 : 


+ ;0 a 6 ec xX|0 a pc 
i 010 00 0 
i | 0 0 0 0 
bk ;|b ¢c 0 a bi0o a be 
C CC b a 0 Cc Da be 


证明 ，R 作 成 一 个 环 ， 

解 ”由 加 法 表 容 易 看 出 ，R 对 于 加 法 来 说 ， 与 克 菜 因 四 
元 群 〈 人 参看 第 二 章 8 9 习题 6》 同 构 。 因 此 对 于 加 法 来 说 
作成 一 个 加 和 群 。 

尺 的 乘法 满足 结合 律 : 

(ry)} 2Z=x(yz) 7T, VY, 2ER | 
因为 当 z = 0 或 4 时 ，(xy)2=X(yz) = 0 , 当 x =b 或 c 时 ， 
(XYy)2Z=x(y2) = yze 
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两 个 分 配 律 也 都 成 立 ， 
《1) T (y+2) =xytxs 
C2) (y+2) T= yr+r2z 
《1)》 容易 验证 ， 当 z= 0 或 a 时 
TY (yt2) =xy+xz2= 0 
当 %w 二 5 或 ce 时 
% {y+2) =xy+rx2= y+2 
现在 分 几 种 情形 来 验证 (2》.， 
当 》 和 有 z 中 有 一 个 为 0 时 ，〈2) 显然 成 立 。 
当 》 玫 0，# 玫 0， 但 》= zs 时， 由 十 RR 的 任何 元 的 两 
售 都 等 于 0， 所 以 (2) 也 成 立 。 
当 》 玫 0，% 产 0，》 天 55 时， 有 


《Ga 十 看) r=cer=x ar+br= 0 +x=2 
(pic) x=ar= 0 br+cr=r+r= 0 
(Cia) T=br=x crtar=rt+t0 =x 


由 于 加 法 满足 交换 律 ， 我 们 己 经 验算 了 所 有 人 情形。 因此 (2) 
世 成 立 。 
这 样 尺 作 成 一 个 环 。 


; 2. 交换 律 、 单 位 元 、 零 因子 、 整 环 


1。 证 明 ， 二 项 式 定 理 
(a+D) "=as+ (a mibt .+b" 
在 交换 环 中 成 立 。 
解 ”对 + 用 归纳 法 。 当 nn = 1 时 定理 成 立 , 设 当 n= 
时 定理 成 立 ， 
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(a+ =a+ (taibt+ .+bt 

现在 看 1 = k + 1 的 情形 。 由 于 乘法 满足 交换 律 ， 有 

(a+b) l=[a+(ti)ar ibt...+b:] (a+ by) 

=G tL) + 1Jorbre tC) 《Ge 
+ "+brttl 
由 于 CG) + (人 -= (有 
(gt tl=ar+tlt (triyath+ .+ (t+iJyarti-ipi 
i btti 

所 以 二 项 式 定理 在 交换 环 中 成 立 . 

2。 假定 一 个 环 忆 对 于 加 法 来 说 作成 一 个 循环 群 . 证 明 ， 
怀 是 交换 环 。 

解 ” 设 R 作 为 加 秤 是 由 元 a 生成 的 循环 群 ， 令 b 和 cc 是 
怀 的 任意 两 个 元 ， 那 么 

b = ma, c =na 入 利 ?是 整数 

易 见 ec = (me =cb， 因 而 尺 是 交换 环 ， 

3。 证 明 ， 对 于 有 单位 元 的 环 来 说 ， 加 法 适合 交换 律 是 
环 定 义 里 其 它 条 件 的 结果 〈 利 用 fae+ 纪 (1+1D) 。 

解 令 4 和 6 是 民 的 任意 两 个 元 。 由 两 个 分 配 律 得 

(Cato) th)= Cro)e1+ (+h :l=oaot+tbtat+b 
=a(l+1)+b(1+1)=atat+b+6 

于 是 有 

(—Q@+atrb+ratb+(-b) = (~-a) tatatb+t+b+ (-Dh) 

bt+a=a+p 

这 样 就 推出 了 加 法 适合 交换 律 . 

4。 找 一 个 我 们 还 没有 提 到 过 的 有 零 因 子 的 环 。 

解 令 玉 = 1la，5，),a，b 醋 整数 }。 并且 定义 
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(ce， 电 = (c，qd) 当 且 侵 当 &@ =c, b=a 
进一步 定义 
(as P+ (co = (atrc, bt+a) 
(as BD) (c,d) = (ac, 68d) 
这 显然 是 尺 的 两 个 代数 运算 。 由 整数 环 的 性 质 容 易 评 明 ， 玉 
对 于 如 上 定义 的 加 法 和 乘法 作成 一 个 环 ， 而 40，0) 是 书 的 零 
元 。 当 @ 关 0，58 关 0 时 
《ac，0) (0, 0)， (0, b) x (0, 0) 
但 (gag，0) (0，5) = (0，0) 。 所 以 下 有 零 因子 . 
”5。 证 明 ，。 由 所 有 实数 a yp 2 (a，b 是 整数 ) 作成 的 
人 合 如 对 于 普通 加 法 和 乘法 来 说 是 一 个 整 环 。 
解 ” 当 ae，5，c，z 是 整数 时 ， 
(Ga+a 2)+ (Ctdv 2)= (a+co) + G+d)v 2 
(atbv 2) (c+dv 3)= (ac+ 2bd) + (od + pc)w 
这 里 (a+0)， 收 +d)，(ac+ 26b9)，(ad + boc) 仍 是 整数 、 
所 以 玉 对 普通 加 法 和 乘法 来 说 是 闭 的 ， 
普通 加 法 和 乘法 适合 结合 律 、 交 换 律 和 分 配 律 。 
(0+O0W 2)=0ER 
对 任何 ay+pgw 2 ER 有 -a-bvw23ER, 且 
(atbv 2o)+ (~a~bv 3)=0 
所 以 中 作 成 一 个 交换 环 ， 又 1+ 0 2 = 1 € 号 ， 两 个 非 零 实 
数 的 乘积 不 等 于 零 . 
所 以 忆 是 一 个 整 环 。 
33， 除 环 、 域 
1， 上 二 {所 有 复数 a+bi Ca,，b 是 有 理 数 )}} 。 证明 ， 
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及 对 普通 加 法 和 乘法 来 说 作成 一 个 域 

解 ” 容 易 证 明 ， 瑟 对 普通 加 法 和 乘法 来 说 作 成 一 个 整 
环 。 《〈 和 参看 前 一 节 习 题 5 。) 

设 c+ 六 是 五 的 一 个 非 堆 元 。 那 么 6 和 bb 不 能 都 等 于 
和 零 ， 因 而 a* +b* 关 0。 容易 算出 ， 
= 1 


Ca + Br) ( pr pi ) 


a b . 
ED rt 
这 样 ， 环 的 任意 非 零 元 在 严 中 有 道 而 瓦 是 一 个 域 。 

2。 五 = { 所 有 实数 e+ bwW3 (a，b 是 有 型 数 )}。 
证 明 ， 已 对 于 普通 加 法 和 乘法 来 说 是 一 个 域 . 

解 容易 证 明 ， 瑟 对 普通 加 法 和 乘法 来 说 作成 一 个 整 
环 ， 设 o+ bwW3 是 万 的 任 一 非 零 元 ， 那 么 a。 和 不 能 都 等 于 
零 ， 此 时 a* 一 36* #0 。 和 否则 将 有 a* = 3b*。 若 b= 0， 将 得 
a= 0， 与 假设 矛盾 ， 若 8 克 0， 将 有 名 = 3， 与 是 有 理 
数 矛盾 。 容 易 算出 


(a+ bv 3) 人 i 


这 样 五 的 任意 非 零 元 在 王 中 有 道人 而 所 是 一 个 域 。 
3。 证 明 ， 一 个 至 少 痢 两 个 元 而 号 泌 有 零 因子 的 有 限 环 
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丸 是 一 个 除 环 。 
解 令 尺 "={ 尺 的 一 切 非 零 元 }。 那 么 因为 尺 至 少 有 两 
个 元 而 已" 不 空 。 并 且 
I 由 于 丸 没 有 零 因 子 ， 所 以 员 “对 丧 法 来 说 是 闭 的 ， 
I 乘法 对 尺 的 元 适合 结合 律 ， 对 R' 的 元 当然 也 适 
合 ， 
下 由 于 丸 没 有 零 因 子 ， 所 以 消去 律 对 玉 "的 元 成 立 。 
但 如 "只 有 有 限 个 元 ， 所 以 尺 "作成 一 个 滋 群 。 
令 1 是 丸 "的 单位 抑 ， 那 么 由 于 1.0=0.I1=0，1 也 是 
丸 的 单位 元 ， 因 此 玉 "的 元 在 乘 群 尺 "中 的 道 也 是 它 在 尽 中 的 
逆 ， 
这 样 忆 是 一 个 除 环 ， 
4。 证 明 ， 例 3 的 乘法 适合 结合 律 。 
解 ”通过 简单 计算 即 可 以 证 明 ， 此 处 从 略 。 
5。 验证 ， 四 元 数 除 环 的 任意 元 (at+ 6i，c+di)， 这 里 
aa， bcd 是 实数 ， 可 以 写成 
(a, 0) + 地， 0) 4，o + (c, 0) (0， 1) + (qd, 0 (0, i) 
的 形式 。 
解 (Cb,0) (i 0= (bi1, 0) 
(ec, 0) (0, I} = 0, ec) 
Cos OF 0 DD = C0 ey 
所 以 
Ca,0) + (8,0) (i,0) + (c,0) (0,1) + (d, 0) (07) 
= (a,0) + (bi, 0) + (0, ©) + (0, di) 


=(a+bi, crdi) 
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3 4. 无 零 因 子 环 的 特征 


1。 假定 下 是 一 个 有 4 个 元 的 域 ,证明 : 

(Ca) 五 的 特征 是 2 

(5) 的 二 0 或 1 的 两 个 元 都 适合 方程 x? =x+ 1 。 

和 解 (a) 五 的 特征 是 已 的 非 零 元 的 〈 对 加 法 来 说 的 ) 
相同 的 阶 ， 并 且 是 一 个 素数 ， 看 作 为 加 群 的 阶 是 4， 因此 斑 
的 非 稚 元 〈 对 加 法 来 说 ) 的 阶 只 能 是 1，2 或 4 其 中 上 只 有 23 
是 素数 。 记 以 已 的 特征 是 2 。 

因此 加 群 下 与 克 菜 因 四 元 群 B 4, 同 构 。 (参看 第 二 意 8 
9 习题 6。) 

《PP 天 一 方 血 乘 群 已 "的 阶 是 3， 因 而 是 一 个 循 环 
群 人 《aa)》 ， 市 天 "的 元 是 1，ca，a 。 

这 样 五 ={10,1,&,4a?}。 出 于 加 群 与 34, 辣 构 有 
a+l=a’ a?+1=4a= (0g)’ 
因此 下 拘 大 0 或 1 的 两 个 元 4 和 a ?都 适合 方程 zr? =xz+ 1. 

2 ,很 定 [ 4] 是 模 n 的 一 个 剩余 类, 证 明 , 若 a 同 ” 互 
素 ， 那 各 所 有 E a 3 的 数 都 辣 ” 互 素 。 (这 时 我 们 说 [C4] 同 
互 染 ]。) 

解 令 5 属 于 人 慌 2 的 镜 余 类 [ee ]， 那 么 

nlea—-b a—b=ng 

C1) a= b+ng 

《6b6,n) 关 1， 拷 么 6 利 n 有 公 因 子 x 之 1， 于 是 mm 
整除 (1》 式 的 丰 有 端 ， 因 而 也 整除 (1)》 式 的 左 端 rr 4 .这 
拌 ， (a，n》 冯 1， 与 假设 了 矛盾。 这 就 让 明了 ， 上 5 同 n 互 
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索 。 

3。 证 明 ， 所 有 同 nn 互 素 的 模 n 的 剩余 类 对 于 剩余 类 的 
乘法 来 说 作成 一 个 拜 。 〈 回 1 互 素 的 镜 余 类 的 个 数 普通 用 符 
号 9 (4 ) 来 表示 ， 并 且 把 它 吊 作 尤 拉 gg 函数 。》 

解 令 G= [所 有 同 ” 五 素 的 模 ” 的 翻 余 类 } 、 

大 验 数 a 和 上 5 都 同 r 互 素 ;， 那么 a 也 同 2 互 素 。 因 
此 ， 若是 [a J€G, [6jEG, 那么 [jj Lp]cG， 即 各 对 
剩余 类 乘法 是 闭 的 。 

秋 余 类 乘法 适合 结合 律 。 

由 《1L1，?)=1 得 [1] €G 而 G 有 单位 元 [1] 。 

设 [LajCG. 那 么 (& ,nn) = 1， 因 而 存在 整数 * 和 上 ;使 
《1) as+nt= 1 
于 是 [ej[EsjtCnj]j [tj=[1J, 但 fn]=[0]1， 记 以 
CojLsj =[L1j], 出 (1) 式 显 然 有 (s,， n) =1, 所 以 
[sj€E€G， 即 GG 的 仔 何 元 :-[0J] 在 G 中 有 道 ， 

这 样 ， 避 作成 一 个 群 。 

4。 证 明 ,， 若是 (a，n)=1， 那 么 of 仆 =1(n)。 
( 费 马 定理 .) 

解 上 加 中 烙 G 的 阶 是 pp 《48) ， 而 [ej] EG， 估 此 

Loaj?®) =[ar j=[1j] 而 2* =1 (n) 


3 5. 于 环 、 环 的 同 念 


1. 证 明 ， 一 个 环 的 中 心 是 一 个 交换 子 环 。 

解 ”证 明 很 容易 ， 此 处 从 赂 ， 

2， 证 时 ， 一 个 除 环 的 中 心 龙 一 个 域 。 
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解 ”由 上 上 题 已 知 一 个 除 环 石 的 中 心 之 是 一 个 交换 子 环 。 
由于 ZZ 含有 单位 元 1 关 0 ， 要 证 明 Z 是 一 个 域 ， 只 须 证 明 ， 
若非 零 元 zE ZIZ， 那 么 zIEZ。 由 0z=z>zE2Z 得 

G2 一 za 对 一 切 a€D 
由 此 得 2-' a zz2-!=z-z02-',2 'a=azs! (a€E D) ,Wz'EZ, 

3， 证明， 有理数 域 只 是 所 有 复数 4 + Bi (ar 5 是 有 
理 数 ) 作 虐 的 成 Qi ) 的 唯一 的 真子 域 。 

解 由 8 3 习题 1 知 QG 是 一 个 域 ， 

已 显然 是 Q GD 的 一 个 真子 域 . 

设 已 是 Qi ) 的 任 一 子 域 。 那 么 已 含有 元 aa 和 0， 因 
而 含有 元 or:e= 1 。 由 此 得 政 傅 有 一 切 整 数 和 一 切 有 理 数 ， 
因而 含有 Qi 

QTFCQ(i) 
车 户 关 QQ， 那 么 全 少 有 一 个 数 
a+biE Fr, Us bEW, bo 
于 起 a+bi-a=BiE ,6b!10i=iE 下 。 由 此 得 ， 玉 合 有 一 切 
ar biNiF=Q(i)}. 

所 以 QQ 是 QG) 的 瞧 -- 的 真子 域 。 

4。 证 明 ，Q (i 有 而 且 只 有 两 个 自 辣 构 映射 。 

解 ” 设 呈 是 Qt 的 一 个 自 间 构 。 球 么 必然 有 

BDO0)= 0, PDP(1)= 1,® (#) = (全 ) ,如 有 理 数 

考察 i 的 象 PP(i) ， 由 

-1=®B(-D) = =[D0)]: 
得 ii) = +i 因此 Q@ (i) 的 自 同 构 只 能 是 
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中 G 十 bi1—>a+ pi 
吃 ，， G 十 bi—>a— bi 

容易 验证 ， 多 ,和 中; 的 确 是 8 4) 的 自 同 构 。 

因 亚 YW (i 只 有 两 个 占 同 构 ， 

5。 J :表示 模 3 的 剩余 类 所 作成 的 集合 。 找 出 加 群 /。 
的 所 有 自 同 构 映 射 ， 再 控 出 域 7 ;的 所 有 自 辐 构 映 射 。 

解 ” 设 四 是 加 烙 了 3= {1[0J，[1J，[L2j} 的 一 个 自 同 
构 ， 闭 么 必 有 多 [0]=[0]， 因 此 加 群 7 站 的 自 同 构 只 能 是 
中 :: [ 0 3- 一 >L0]，L1] 一 >L1]，L2] 一 >[2 
中 :: 上 了] 

劝 : 显然 是 加 群 了 的 一 个 自 同 构 。 容 易 验证 , 中: 也 是 加 
群 7 了 的 一 个 自 闻 构 。 这 样 ， 加 群 v :一 共有 中 1， 吃 : 这 两 个 
自 同 构 . 

设 岁 是 域 / 的 一 个 自 同 构 。 那 么 必 有 

YLoj=E0J], WLl1jJ=[L1]J 
因而 也 必 有 到 [2 ] = [52 Jj。 这 样 的 罗 灵 然 是 域 了 ;的 一 个 自 同 
构 。 因 此 域 了 :上 共有 到 这 个 自 同 构 。 
6。 从 略 。 


$6.， 多项式 环 


1。 证 明 ， 假 定 尺 是 一 个 黎 环 ， 那 么 丸 上 的 一 元 多 项 式 
环 民 [ xj 也 是 一 个 和 按 坏 ， 

解 ”已 知 严 Cx] 是 一 个 有 单位 元 的 交换 坏 。 要 证 尽 [Lx] 
是 一 个 整 环 ， 只 须 让 明 ，RR [zj 没有 和 零 因 子 。 

设 f 闻 (x) ,g(x)E RLXJ] FOX) 了 0 g(x)F0, 
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那么 f(x) 和 gg (x) 可 以 写成 
f(xX)=astaxt+ taoar" (oieER) 
g(xw) =b6 th Xx++br" (OER) 
的 形式 ， 这 里 a, 站 0，6; 天 0。 于 是 
f(xX)g(X) =e teri Fanb, rc, ER) 
但 as，b,& 民 而 尺 无 零 因 了 村 ， 所 以 asb。 下 0 而 
f(x)g(x) 0 
这 样 ，RL xJ 没 有 和 零 因 了 于。 
2。 假定 丸 是 模 7 的 璋 类 环 。 让 [ x] 里 把 弱 积 
(LSJ TE r -La (dr =xt [3] 
计算 出 来 。 
解 ([3]jzs+[5]z-[4]) (4]zz -zxz+[3]) 
=L5Jzs 一 [3]zri+zrs+[5]z-L[5] 
3。 证 明 ， 
Q) Rle, oj= REas, &)) 
(ii) 和 石 Zi， ra， …，7Ta 是 尽 上 的 无 关 未 定 元 ,那么 
每 一 个 z,; 都 是 尺 上 的 未 定 元 ， 
解 (i) 由 RILa, G2 的 拭 义 ，Q az 一 oil 设 
f lai @2) E RLgI, oa2] 
那么 
jie = ES a ;atias 
21712 
= 之 zi aa a ERLes,e] 
?172 
因此 REayya;jCRIas,01]J。 同 理 R[asy01 CRIa,,a,]. 
由 最 后 黄 式 得 RLai,as] = RLas,a1j. 
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《ii 设 某 一 zi， 例 如 zi， 不 是 尽 上 的 未 定 元 ， 那 人 么 

存在 不 全 为 0 的 ci， Ga UiCHRh, 他 
an 二 alzli 十 十 Gert= 0 
这 个 式 子 可 以 改写 成 
Go 二 GaGIZIZC TO 十 QT 

i …， xn 是 尺 上 上 无 天 未 定 元 的 题 设 币 盾 。 

4。 证 明 ; 

(1) 省 是 zi X29 Yo 和 yi az …， y, 征 民 上 
两 组 无 关 未 定 元 ， 那 么 

R[x Xos …9 LadSREY ya pe Ya) 。 

Qi) ”了 情 上 的 一 元 多 项 忒 环 R[ xj 能 与 它 的 一 个 真子 环 
同 构 。 

解 中 对 REziy zs < 的 任 一 元 1 tiy2 rg) 
规定 
D2; ri Tas “sg Ta) 

fyis Vas rs Yn) E RLY Vas “9 Yo] 

我 们 证 明 ， 人 PB 十 REzi，xs， …，z4j 与 RY Y2， Yn] 
间 的 一 个 同 榴 映射。 由 于 六 [zy，za，…zro] 的 每 一 元 只 能 用 
一 种 方法 写成 丸 上 的 多 项 式 /zl zs，…，ro) ， 所 以 四 
是 一 个 映射 。 由 于 REyi， ys， yo 村] 的 元 世 只 能 用 一 种 
方式 写成 号 上 的 多 项 式 f (y1， ya 9 Yn) 所 以 PD 是 一 
个 单 冉 ， 答 易 看 出 ， 人 也 是 满 和 对 并且 是 一 个 同 构 上 映射， 

GD 显然 也 是 R 上 的 一 个 未 定 元 ,并且 由 (i) 

R[x:]SRLx] 

但 RLx jC 叶 RLzJ] 并 且 显 然 和 ERLr*J， 因 此 R[x*j] 是 有 RLzx] 
的 一 个 真子 集 。 
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Pa ap A 一 一 一 一 全 
一 rr 


37， 理 想 


1。 假定 丸 是 倘 数 环 。 证 明 ， 所 右 整 数 47r(r€ RR) 是 尺 
的 一 个 理想 允 。 等 式 允 = (4) 对 个 对 ? 
解 令 4ri，4r* 是 多 的 任意 两 个 元 。 由 于 个 数 减 个 数 
4ri- 《rs= 4 一 ri) 握 多 
令 r 是 情 的 任意 元 。 由 于 侦 数 乘 侦 数 还 蚌 侦 数 ， 盾 以 
rdri) = (4ri r= 4 (rn)EMQL 
因此 史 是 丸 的 一 个 理想 。 
由 于 4E(4) 而 4E 允 所 以 踊 关 《4)。 
2。 假定 马 是 整数 环 .。 证 明 ，(3，7)= (1)。 
解 ” 由 于 (3，7) 蚌 民 的 理想 ， 所 以 (3，7) 含 3.2= 6 
以 及 ?7 一 6= 1 而 (1)C(3，7)。 但 (1)= 尽 ， 所 以 (3.7) 
(3)， 因此 
C93 7 
3。 假定 例 3 的 玉 是 有 理 数 域 。 证明 ， 这 时 《2，x) 
是 一 个 主 理想 ， 


解 若 尺 是 理 数 成 ， 那 么 尺 E x] 含 有 有 再 数  ， 因 而 
它 的 理想 (2，z) 含有 二 2 =1. 因此 《〈2，x)》 等 于 主 理 
想 (C1)， 

4。 证 明 ， 两 个 理想 的 交集 还 起 一 个 地 想 。 

解 ” 从 略 。 


.#9 


a A Et 


5。 找 出 模 6 的 剩余 类 环 忆 的 所 有 理想 。 
解 R={[0J], El [2] [33 [C4], [5Jj}。 若 

信 是 忆 的 一 个 理想 ， 那 么 多 一 定 是 加 群 中 的 一 个 子 和 群 。 但 加 

群 尺 是 循环 群 ， 所 以 它 的 子 群 一 定 也 是 循环 群 ， 我 们 有 

G1= (01)= {CL0Jt 

Gs= [1])=1[L5J}=R 

Gs= (2])={(04)=100J], C2], L4J} 

Ga= (31)={L0jJ, [3.} 

易 见 ，G 1，Gs:，G ss， G1 吏 是 RR 的 理想 ， 因 而 是 尺 的 

所 有 理想 。 

6， 一 个 环 的 一 个 非 空子 集 S 岂 作 尺 的 一 个 左 加 想 ， 
假如 

(i) a, bE S——>a—bES 

(11) a€ S$, rER——>raE 9 

你 能 不 能 在 有 理 数 域 丰 上 的 2 x 2 和 矩阵 环 马 2 里 找到 一 
个 不 是 理想 的 左 理想 ? 

解 ” 令 S 是 由 有 型 数 域 上 一 切 形 如 

他 0 - 

. (5 0) 

的 矩阵 组 成 的 。 易 见 
A, BE S=—=>A- BE Ss, 
AES, LEF,.,.—~>LAES 

所 以 S 蚌 FF ;,;, 的 一 个 左 理想 。 车 取 
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所 以 S$ 不 是 让;;, 的 一 个 理想 。 


8 8. 剩余 类 环 、 同 态 与 理想 


1。 人 鼻 定 我 们 有 一 个 环 丸 的 一 个 分 类 ， 而 和 是 由 所 有 的 
类 [LaJ 了 [bjJ，[cJ,， … 所 作成 的 集合 。 
又 假定 
[Lx]j+LyYj]=[Lx+»] fx]LyJ=[xy]】 
规定 两 个 S$ 的 代数 运算 。 证明，[ 0D 屁 尺 的 一 个 理想 ,并且 
给 定 的 类 财 好 是 模 [ 90] 的 及 的 莘 余 类 . 
解 ` 设 u,，4EL0j, rER。 那么 [uw j=[v]=[0]J。 
Cu-voj=Luj-Lv]j]=L0]-050]=[03 
Lrugj= Er Cwj=trIC0j]=[C0] 
[er]=[rxzJrr]=5o0Jrr]=[0] 
因此 4 一 Ef0]，ruE[0J, ELI0]， 而 L0] 是 尺 的 一 个 
理想 。 
设 LxJ=[oo]。 那 人 委 [Lu] 了 -zz]=r-vw3=I03 而 
-VE LO0]。 吧 之 ， 设 -Er0o]， 那 各 
ful-Lvj=[u~vj=[L0j 而 [uj]=[v]J. 
所 以 [4j=[2] 当 而 且 仅 当 z 一 v0€[0] 的 有 时候， 这 
就 是 说 ， 给 定 的 类 刚好 是 模 [ 0 I 的 及 的 剩余 类 。 
2。 假定 多 是 环 RR 到 环 忆 的 一 个 同 态 满 射 。 证 明 ， 人 DP 是 
只 与 有 尺 间 的 则 构 上 映射 ， 当 而 且 只 当 劝 的 核 是 只 的 零 理 想 的 时 
候 。 
解 设 (a) =a (ER，ac 克 ) 。 若 四 昆 一 
个 同 构 映射 ,那么 多 是 一 个 一 一 映射 ， 因 而 在 多 之 下 ,只 有 RR 
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的 零 元 0 是 忆 的 零 元 09 的 道 象 ， 这 就 是 说 ，B 的 校 是 了 R 的 零 
理想 { 0 上}. 
反 过 来 ， 设 外 的 核 是 驴 的 零 理 想 {0}。 那么 及 的 任何 
一 个 元 c * 0 的 银 c 三 0， 因此 由 4 去 5 (a,，bEt R) 得 
ora-b—>o- bz0 
即 a 郑 已 而 劝 十 一 个 同 构 峡 射 。 
3。 候 定 卫 是 由 所 有 复数 4 + ra， 6 是 整 数 》 作 碟 的 
环 . 环 RR/ (+i) 有 多少 个 元 ? : 
解 ” 先 看 尺 的 主 理 岂 《1+5 含有 了 哪些 元 
设 at+tacE 人 +1。 导 和 勾 
a +bi= (r+ yi (1L+DD = (x— V+ r+ yi 
因此 ， 涛 和 站 同 为 奇数 或 同 为 偶数 ， 那么 a 和 上 5 同 为 侦 
数 ; 若 xx 和 YY 一 奇 一 个 ， 那 么 c 和 日 同 为 奇数 。 这 样 ， c 和 
5 必须 有 相 回 的 坷 偶 性 . ye 
性 ， 那 么 方程 组 
XxX- y=a X 十 多 二 


有 整数 解 * = 二 如 ， = 4 因而 orOGQ+D 。 


这 样 ， 当 且 仅 当 a 和 5 有 相同 的 奇偶 性 时 ， 
(a+bi) € QT). 此 有 时 [a+ bij=[C0) 
现在 设 c 和 和 上 5 一 奇 一 和 贷 ， 那 么 
Ca+6bi) =1+[L(a~1) +0i 
而 4 -~ 工种 总 有 桩 闻 阅 奇偶 证 。 这 时 
和 十 僵直 十 起 WCOt 
而 [et] we[1]. 因 此 坏 尺 / (1+ 有 全 两 个 元 素 [0] 利 [ 1 
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3# 9. 最 大 理想 


1。 假定 是 由 所 有 复数 a + 5i(a,，5 是 整数 ) 所 作成 
的 环 , 证 明 ， 了 R/ (+ 让 是 一 个 域 。 

解 .只 须 证 明 ， (1t+i) 是 尽 的 一 个 最 大 理想 ， 设 色 是 
卫 的 一 个 理想 ， 并 且 
| (1+i CACR (Qt+i 关外 
根据 这 一 假设 , 由 前 一 节 习 题 3 ,多 3 a +8i， 此 处 。 和 眉 一 
奇 一 个 ， 因 而 主 理想 〈a +8)31， 这 样 戏 3 1 而 开 = 玉 。 

另 一 解法 ， 容 拨 看 出 R/ (1 + 站 与 模 2 的 莘 余 类 环 司 
构 。 因 此 ， 由 于 2 是 一 个 素数 ，R/(1 + i ) 是 一 个 域 。， 

2。 我 们 看 环 尺 上 的 一 个 一 元 多 项 式 环 尺 [Lx]。 当 尺 是 
整数 环 时 ，RL x] 的 主 理 想 (x) 是 不 是 一 个 最 大 理想 ? 
当 尺 是 有 理 数 域 时 ， 情 形 如 何 ? 

解 ” 考察 RLx]j 的 理想 (2，x) 。 由 于 (x) 的 元 都 
司 以 写成 和)z 的 形式 ， 此 处 f(x) EE REx]， 所 以 显然 有 

A 
当 忆 起 整数 环 时 ， 由 57 例 3，(2，x) 个 是 一 个 主 理 想 ， 
因而 

《2， x)(1)= RLx]. 
因此 《x) 不 是 一 个 最 大 理想 。 
(xX) 忆 并 (Xx) 天 姨 : 
那么 
IFN) =a tart+ a x, do 大 人 0 


63 


由 此 得 


MIfF(X)—xXla 十 Ooz+ 汉 本 Gozo ly Go 
因此 站 忆 二 ao= 1 而 义 = (1) = RLx1. 这 就 是 说 ,在 这 一 情 


形 (x) 是 一 个 最 大 理想 。 
3。 我 们 看 所 有 偶数 作成 的 环 尺 。 证 明 ，(4) 是 的 一 
个 最 大 理想 ， 但 R/ (4 ) 不 是 一 个 域 。 
解 (4) 刚好 含有 一 切 4n， 这 里 % 是 整数 . 设 允 是 R 
的 一 个 理想 ， 并且 (4) 忆 多 ，(4) 焉 站。 那么 
Da= 2m 
由 此 4 =49+ 2， 病 3 4gt+ 2-49= 2 而 多 =《2)= 玉 
这 就 是 说 ，(4) 是 及 的 一 个 最 大 理想 ， 
在 R/(4) 中 ,5[2j 卫 [03 而 [2] [23=L[4]=[0]。 
因此 RR/(4) 有 零 因 子 因 而 不 是 一 个 域 . 
4。 我 们 看 有 理 数 域 严 上 的 全 部 2 x 2 答 降 环 户 :,。 证 
解 ” 设 多 是 矿 ,;, 的 一 个 理想 并 且 义 到 {0}。 那 么 好 含有 
2 阶 眠 阵 4 二 0。 
阁 有 4 的 续 是 2， 那 么 4 有 逆 4 ' 而 
A414=(01)=EEW 
此 时 山 = (££)= FF,,。 
车 有 4 的 秩 等 于 1， 则 存在 初等 矩阵 了 了 和， 使 
PAQ=(0 0)Eu 
容易 算出 
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下 


rh et tht pe re I rae 人 


(73)(30) (20)-(3 2)eu 
0 0 
是 说 ， 己 :只 有 零 理想 和 单位 理想 。 


但 yr ~ : 、 
(3 0) (01)=(00) 
所 以 已 :,: 有 零 因 了 于 而 不 是 一 个 除 环 。 


$10. 商 域 


i1。 证明， 一 个 域 下 是 它 自己 的 商 域 . 

解 ” 由 于 FCF， 所 以 根据 定理 3 所 含有 一 个 下 的 商 
域 Q: QCF. 但 由 离 域 的 定义 ， 有 FCQ，。 所 以 下 =QQ 而 
是 它 自 己 的 商 域 ， 

2。 详细 证 明 本 节 定 理 3 。 

解 ” 我 们 只 须 证 明 ， 在 定理 的 证 明 中 所 做 的 @ 是 域 到 的 
小手 域 。 

由 于 妃 是 玖 的 一 个 子 集 ， 龟 的 加 法 和 和 鳞 法 是 


bd bd 
我 们 按照 p.97 所 列 的 条 件 米 验证 囊 是 下 的 一 个 子 域 . 
而 包含 二 = 1 ， 所 以 蕊 包含 一 个 不 等 于 零 的 元 。 
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第 四 章 整 环 时 的 因 于 分 角 
3 1. 素 元 、 中 一 分 解 


了 证 明 ，0 不 是 任何 元 的 真 因子 。 I 

解 ” 若 0 是 元 4 的 因子 ， 那 么 a =0.c= 0. 但 0 =s.0 
(是 单位 ), 所 以 0 是 0 的 相伴 元 ,天 此 0 不 是 a(=0) 真 因 
子 。 

2。 我 们 看 以 下 的 又 环 六 7 刚好 包含 所 有 可 以 写成 
(a) a: 〈 拉 是 任意 整数 ， ”是 > 0 的 整数 ) 形式 
的 有 理 数 。7 的 哪些 个 元 是 单位 ， 哪 些 个 元 是 素 元 ? 

解 /的 元 总 可 以 写成 
(a) 2iw (i 整数 ，4 奇 数 ) 

的 形式 。 

(i) a 个 单位 。 那么 存在 eit， 使 
el2in= 1 即 e!=27 i ! 

于 是 由 于 / 的 元 都 有 (4) 的 形式 ， 必 有 w= 二 1 而 se= 21。 

反 过 来 ， 设 e= +2' 〈; 董 数 ) ， 那么 < 有 逆 e7!= +2-!' 而 

< 是 了 的 单位 。 押 以 了 的 单位 是 一 切 可 以 写成 士 2 (1 整数 ) 

形式 的 元 。 - . ... 

(ii) 要 看 / 的 元 2 14 古 不 是 1 的 来 元， 由 定理 2 内 
须 看 它 的 相伴 元 zz 是 不 证 了 的 莫 雹 。 

S7. 


ea mA = 一“ 


车 奇数 4 在 整数 中 不 是 素数 ， 那么 4 =tbitz， 此 处 5 和 
xz 都 是 不 等 于 二 1 的 奇数 ， 因 而 由 《i ) 都 不 是 了 的 单位 。 
这 就 是 说 ， 刀 也 不 是 了 的 素 元 ， 若 奇数 4 在 整数 环 中 是 一 个 
素数 而 在 /中 

4 = (2! wu) (9°21) = 2 1+ 2 4 
丝 外 4 和 ws 是 奇数 ， 那 么 必 有 i + is = 0 ，4=414s。 于 是 由 
于 4 是 素数 ，wl 和 和 4; 中 必然 有 一 个 是 + 而 并 5 和 2 :zs 中 
必然 有 一 个 是 1 的 单位 。 这 就 是 说 ，4 也 是 7 的 素 元 。 所 以 
1 的 素 元 是 一 切 可 以 写成 2:x， 其 中 4 是 奇数 的 元 。 
3。 了 是 刚好 包含 所 有 复数 
a +bi ta，5b 蚌 整数 ) 
的 整 环 .证 明 5 不 是 了 的 素 元 。 5 有 没有 唯一 分 解 ? 

解 ”与 本 节 的 例 完全 类 似 ， 容 易 证 明 ， 

(i) 了 的 一 个 元 z 是 一 个 单位 ， 当 而 且 只 ”1sl*:=1 
的 时 候 。 上 只 有 4 个 单位 ， 就 是 + 1 和 土 i, 

(ii) ”适合 条 宾 ja] = 5 的 了 的 元 ea 一 定 是 素 元 。 

我 们 进一步 证 明 ， 

(iii) 5 不 是 7 的 一 个 素 元 ， 并且 5 有 唯一 分 解 。 

由 于 
(1 5=(1+2w 2}(1 -2 2) 

而 | 1 +2v 2312=11-2 21:*= 5， 所 以 根据 (i)，(1) 式 
给 出 了 5 的 一 个 素 元 分 解 而 5 不 是 了 的 一 个 素 元 。 设 
(2) 5 =a 0 Cn 
是 5 在 7 中 的 任 一 素 元 分 解 。 那 么 由 于 5 不 是 素 元 . m 汪 2。 
另 一 方面 

15) = 三 25= elas | er 1? 
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由 于 a; 不 是 单位 ，1a; |: 是 不 等 于 1 的 正 整 数 ， 所 以 m= 2 
而 (2) 必 是 5 =a8 的 形式 ， 并 且 lal: = B61?=5 。 由 此 易 
5 = (1+27) (1 ~ 27) 
5 =( 一 1-~-2i)(-I+2 =[E-1(+27] 
[一 1(L =- 2 
5 = (2+i) (2~7) =[i(l ~ 2 [~-i(l+27)] 
5=(-2070)(-2+D) =]~i(l-2i)] [i(+27j 
因此 ， 由 于 +t1，+1 都 是 7 的 单位 ，5 有 了 唯一 分 解 ， 


382. 崔 一 分 解 环 


1。 证 明 本 节 的 推论 。 

解 ” 先 证 : 一 个 唯一 分 解 环 工 的 # 个 元 gl，92， 
qs 在 了 里 一 定 有 最 大 公 因 子 。 我们 用 归纳 法 . 

当 n = 2 时 ， 由 定理 3， 结论 成 立 . 

设 n =h~-1 (2 <h~1) 时 ， 结 论 成 立 。 

看 nn =k& 的 情形 。 设 dd 42， ……， q_i 的 一 个 最 天公 因 
子 是 d 而 d, ，at 的 一 个 最 大 公 因子 是 d。 那 么 

dldilal, a2» “a dlas 

所 以 d 是 4a，a2，…，a; 的 一 个 公 因 子 。 设 cc 是 a yao，…， 
ai 的 任 一 公 因 子 。 那 么 cl1al，asz，…，dai--i 内 而 c1d;。 于 是 
由 clai 得 cld。 所 以 d 是 a1，42…，ai 的 一 个 最 大 公 因子。 
这 样 ， 结 论 对 任何 成立。 

至 于 ci ，aaz，…， Ga 的 两 个 最 大 公 因 子 只 能 差 一 个 单位 
因子 的 证 明 ， 间 定理 3 的 相应 证 明 。 
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”2。 人 很 定 在 一 个 唯一 分 解 环 里 
ai =cpi，as=cpz，… Go 二 db0。 (0; 不 全 为 零 ) 

证 明 ， 当 而 阳具 当 可 是 Ca 0, 的 一 个 最 大 公 :因子 的 
时 供 ， b1, b., -， b, 上 二 索 ， 

解 ” 假 定 d 不 是 a,，a;，…，a, 的 一 个 最 大 公 因 子 ， 
Cc 是 0j，。02'…， as 的 一 个 最 大 公 因 a 那么 de， c= dh, 全 
处 不 是 一 个 单位 ， 于 大 对 ?=1， 人 “9 nn 有 

;一 CR， = dhk, =d0; 

由 于 a 不 全 为 零 ， 得 d 产 0 ， 因 而 1， = 65;, 即 太古 bbss …， 
6 的 一 个 非 单 位 公 因 子 。 这 就 是 说 ，6b1 ,50,…，b, 不 互 素 . 

假定 qd 是 ae ，as;，…a; 的 一 个 最 大 公 因 子 。 邻 t 是 b,， 
b,， pp 的 一 个 公 因 子 ， 那么 dt 是 el ,9,… “9 aa 的 一 个 公 
内 子 ， 因而 dt1d， 由 此 得 {11， 而 f 是 一 个 单位 ， 所 Ub, 
bs ， bb, ,只 有 单位 公 央 子 ， 即 Diy Paz， 2 b A 

3. 假定 /是 一 个 整 环 ，(a) 和 (5) 蚌 /的 两 个 主 理想 . 
证 明 ; (2) = 萄 当 而 且 只 当 是 a 的 相伴 元 的 时 候 。 

解 设 (ca)= (5) 。 那么 a EE (6) 记 以 a =sb。 同样 
有 4b=fa， 因 而 a = sta。 若 a=0， 和 那么 =0， 而 bb 是 a 
的 一 个 相伴 元 。 著 a 大 0， 那 么 st= 1， + 是 一 个 单位 而 64 
也 是 6 的 一 个 相 作 元 。 
”， 设 5 是 & 的 一 个 相伴 元 ， 那 么 =ta， 上 是 一 个 单 位 。 
由 此 得 (9) 但 a = 全 :0， 记 以 《ao)c(5) 。 这 和 
(aj=(60), 0 
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3， 主 理想 环 . 


1。 假定 7 是 一 个 主 理想 环 ， 并 且 (o 中 = (d) 。 
证 明 ，d 是 a 和 6 的 一 个 最 大 公 因 子 ， 因此 a 和 的 任何 最 
大 公 因 子 d 都 可 以 写成 以 下 形式 

d=sa+tdb (sy tE1) - 

解 出 (o 有 =(d) 得 a€ (qd)， GCA 因此 dla， 
db 而 d 是 a 和 6 的 一 个 公 因 子 . 又 由 4d€ (la, 6) 得 
cq=s'aoftal ytE7) 。 因此 由 cla 和 cld 可 得 clP， 即 

a 和 刁 的 任何 公 因 子 .c 都 能 整除 gK。 所 以 g& 是 ae 和 怠 的 一 个 
最 大 公 因 了 于。 

车 d /是 a 和 6 的 位 一 最 大 公 因 学， 那么 d 是 dd 的 相 从 
元 : d= ed (是 1 的 一 个 单位 ) 。 因 此 

d’ =es/at+et’b=sa+itb (s, 1€71) | 

2。 一 个 主 理想 环 J 的 每 一 个 非 零 最 大 理想 都 是 出 一 个 
素 元 所 生成 的 。 

解 设 (a) 是 7 的 一 个 非 党 最 大 理想 。 那么 由 (a) 7 
得 a 不 是 一 个 单位 ; 由 (4) 非 霉 得 a 关 0 。 车 e 不 是 一 个 素 元 ， 
那么 4 = bc， 其 由 日 是 的 一 个 真 国 子 。 于 是 (0) 二 (ca)。 
但 由 于 总 不 是 单位 ，(8) 关 7， 由 于 访 不 十 的 一 个 相 翌 元 ， 

(站 关 (a)。 这 伴 〔e) 不 是 1 的 一 个 最 大 理想 ， 与 假设 矛 
拓 。 

,我 们 看 两 个 主 理想 环 了 和 7。， 这 里 1 是 了 的 一 个 
假定 e 各 是 7 的 珊 个 元 面 台 是 这 两 个 元 在 7。 里 的 
一 全 最 太公 因子 .证 明 ， 4 也 是 这 两 个 元 在 /里 的 一 个 及 大 公 
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因子 。 

解 ”由 于 1 是 一 个 主 理想 环 ， 根 据 题 1， 
{1) d=sat+itb ts，FEF) 

在 了 中 ，d 显然 也 是 9 和 5 的 一 个 公 因 子 . 设 c 是 4 和 和 
在 7 中 的 任 一 公 因 子 。 那 么 由 于 (1) 式 在 了 中 仍然 成 立 。 
c 能 整除 (1) 式 的 右 端 ， 因 而 也 能 整除 它 的 左 端 qd 。 这 样 d 
也 是 4 和 5 在 了 中 的 一 个 最 大 公 因 子 ， 


8 4。 欧 色 环 


1。 证 了 明 ， 一 个 域 正 一 定 是 一 个 网 氏 环 。 
解 令 有 =1{ 一 切 产 0 的 整数 }。 和 定义 
他: G -一 一 > 了 EEF, G 关闭 
那么 号 是 下 "到 的 一 个 映射 给 了 三" 的 一 个 元 ea， 五 的 
任何 元 6 可 以 写成 
b= (Wai)Ja+d 
所 以 瑟 是 一 个 欧 氏 环 。 
2。 看 有 理 数 域 记 上 的 一 元 多 项 式 环 F[ x]。 理 想 
【人 
等 了 于 怎样 的 一 个 主 理想 ? 
解 由 于 (r+x ?+1) -zzt+tl = 1， bs 
1E (r+1, x +Zxi+11)- 
出 是 得 Cx +1， Xr 二) 二 (1)。 
3。 证 明 ， 由 所 有 复数 a +bi(a,，b 是 整数 》 所 作成 的 
环 民 蚌 一 个 欧 代 环 。( 取 四 (0) = lal?:。) 
解 ” 令 入 是 一 切 之 0 的 整数 作成 和 的 集合 而 R' 是 情 的 一 
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切 非 零 元 作成 的 集合 。 和 定义 
2D, a——>|oal: aER" 
那么 DP 是 R" 到 NN 的 一 个 映射 . 
令 & = a+bi 是 R" 的 一 个 元 。 那 么 在 复数 域 由 有 逆 


令 B=ct+dqi 是 尺 的 任何 一 元 。 那 么 6= (pa cz 而 


” 一 ”上 一 | 0 __b. \ 
pa! td) 
= + 


其 中 和 J 是 有 理 数 。 可 以 找到 穆 数 各 1 ， 使 


tplel pV-ili<l 
{1k’ — ER| 2 1i!* -i 2 


因而 
天- 2 1 | 2 1 
187 一 下 2 去 ( -二 


令 4 =k&+1i， 那么 
B=Aae=Art (NW -Na=Airtp 
由 于 PB，AwER， 所 以 PE RR， 这 里 或 者 Pp = 0 或 者 
tp 有 =14 ~Ahl?lal*=[C(k -BR) I+ UD’jiol? 
<(T+l1)lel’<lel: 


即 四 (DD) 过 帮 0)。 所 以 RR 是 一 个 欧 氏 环 。 


$ 5， 多 项 式 环 的 因子 分 解 


.TT。 假定 了 是 一 个 唯一 分 解 环 而 Q 是 了 的 商 域 。 证 明 ， 
JL J 的 一 个 多 项 式 车 是 在 QL xJ 明 可 约 ， 它 在 Lxj] 显 已 
经 可 约 。 

解 令 f (x) 是 [x]J 的 一 个 多 项 式 ， 养 昌 在 Q5 x 时 
可 约 。f (x) 可 以 写成 + (x) =dfo(W)， 这 盟 fo(w) 是 
IL x] 的 一 个 本 原 多 项 式 . 因为 d 是 Q@ 的 一 个 单位 而 f (x) 在 
QLx]1 里 可 约 , 所 以 fo(x) 在 QE x] 里 厅 约 , 于 是 出 引 理 3， 
on J[ xj 里 可 约 。 

2， 假定 7[x] 是 整 环 / 上 的 一 元 多 项 式 环 ， f(x) 属 
于 ILTxj 但 不 局 于 J， 并 且 f(x) 的 最 高 系数 是 7 的 一 个 单 
位 。 证 明 f(x) 在 1[xJ] 时 有 分 解 。 

解 (i) 首先 以 下 简单 事实 成 立 ， 苦 a 和 5 是 1 的 
元 ,2 是 了 的 一 个 单位 而 cp =e， 那 么 c 利 b 都 是 7 的 单位 。 
这 是 因为 

ab=e—> obe')=1s tei!a)b= 1 

(ii) ”现在 证 明 ，f(Cx) 在 /Exj 里 可 以 分 解 为 有 限 个 不 
可 约 多 项 式 的 箭 积 。 荐 《x) 本 壬 是 1[ x 了 的 一 个 不 可 约 多 
项 式 ， 那 么 用 不 着 再 证 明 什么 。 设 (x) 在 7KY] 里 可 约 : 

JIX)=DCX)RCX) 
这 里 g(x) 和 h(x) 是 f(x) 的 真 因子 。 若 g(%)， h(x) 
中 有 一 个 属于 了， 便 如 g(x) =aE7， 那 么 c 与 zxX) 的 基 
高 系数 b 的 乘积 等 于 f(x*) 的 最 高 系数 <， 这 里 依照 古 设 
是 了 的 一 个 单位 。 因 此 由 《让 ，2 也 是 了 的 一 个 单位 ;与 
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a 是 f(x) 的 一 个 真 因子 的 假设 子 古 。 这 样 g(x) 和 和 h(x》 
的 次 数 都 大 于 零 因 六 都 小 于 f (x) 的 次 数 ， 并 且 由 (1)，& 
(x) 积 h(x) 的 最 高 系数 都 是 了 的 单位 。 因 此 可 忆 间 样 地 
对 gtx) 和 h(x) 进行 对 xx) 的 论证 。 由 于 f(x) 和 的 次 
数 有 有限， 最 后 可 以 在 4 上 x] 里 把 (x) 分 解 为 有 限 个 不 可 
约 多 项 式 的 乘积 。 


Y6. 因 了 于 分 解 和 和 多项式 的 根 


1。 很 定 忍 是 模 16 的 剩余 类 环 。 有 LIx] 的 多 项 式 x: 在 
呈 里 有 多 少 个 根 ?- z : 
解 x: 在 玉里 共有 4 个 根 ， 即 [0], E49,[81,[5i21. 
”2。 假定 已 是 异 3 的 剩余 类 环 ， 春玉 [ x] 的 多 项 式 ， 
f(x)= x — XxX. 


证 明 ，f (0) = 0， 不 管 是 已 的 娜 一 个 元 。 


解 从 略 。 
3。 计 明 末节 的 导数 规则 。 


解 从 路 。 
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第 五 章 ” 扩 域 


§1. 扩 域 、 素 域 


证 明 ， (85) 的 一 切 添加 s 的 有 限 子 集 于 五 所 得 子 域 
的 并 集 已 是 一 个 域 ， 
解 设 aE FF(s)。 那么 


全 fi (G1, Qa: 


QC= 1 2 Ca) 
"3 


fr (Qos * 7 An) 
这 里 {a,，¢&;， Qs}=3C 叶 85 而 和 fs( 二 0) 是 FF 上 al， 
xz，…，tn 的 多项式 。 由 于 .是 :的 一 个 有 限 子 集 ， 因 此 
gEF() 己 扎 。 这 就 是 说 ， 严 人 s)C 乒 。 反 过 来 ， 显 然 
丘 王 严 (s)。 因 此 五 = 碧 (s) 而 五 是 一 个 域 。 


§ 2. 单 扩 域 


1。 令 忆 是 域 已 的 一 个 扩 域 而 <E 五 证明 a 是 FF 上 
一 个 代数 元 ,并 且 玉 (a) = 严 。 

解 f(x)=x-a 是 六 (x) 的 一 个 非 零 多 项 式 ， 并 且 

oo = 0 

所 以 是 瑟 上 的 一 个 代数 元 。 

出 于 (a) 合 忆 和 ac， 所 以 素 到 天 人 。 

由 于 上 是 会 下 和 a 的 一 个 巨 的 子 域 而 F(a) 是 含 扩 和 a 
的 上 最 小 子 域 ， 所 以 F (a) 和 FF， 
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这 样 FF (la) = 下。 


2。 令 F 是 有 理 数 域 .复数 i 和 和 -2+ 1 在 上 的 极 小 多 
项 式 各 是 什么 ? 太 ( 让 和 灰 ( -于 十 上) 是 否 同 构 ? 


2i+1 .YY 21+1 YY 
解 最 热 了 EF(i)， 因而 严 ( -和 全)c 忆 Ci)， 


及 一 方面 


因而 万 (i) CF(2 和 1) 这样 (i) = 下 (2 寺 1 )， 因 而 


二) 

下 上 的 一 次 风 项 式 f (x) =x~al(4 是 有 理 数 ) 显然 不 
能 满足 笨 件 (7) = 9090， 所 以 7 在 下 上 的 极 小 多 项 式 不 能 
是 一 次 的 . 但 下 上 的 二 次 多 项 式 pP(x)==x*+ 1 满足 条 件 
PpP(i)= 0。 所 以 7? 在 下 上 的 极 小 多 项 式 是 x:+ 1， 


FRR 


人 -在 五 上 的 极 小 多 项 式 不 可 能 是 一 次 的 。 由 
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容易 算出 ， 了 在 天 上 的 极 小 多 项 式 是 一 z+ 3 

3. 详细 证 妆 ， 定理 3 中 在 域 扩 上 的 极 小 多 项 [起 是 
b (x). 

解 ” 令 头 是 FE x] 中 一 切 满足 条 件 f (a) = 0 的 多 项 式 
f (x) 作成 的 集合 .由 于 p(x)5 就 所 以 多 不 空 。 设 
J(x)，9(x)E 放 而 (>x)E 严 CEx]。 那 么 

fl(0)=0, gt=0—>f (0) -9 只 = 一 0 

>f(x)-g(x%x)E 观 

f (0 = 0 一 > (0) = 0 一 >ACX)7CX) EN 
所 以 凡是 FExJ 的 一 个 理想 。 全 出 于 EXJ 是 一 个 主 理 想 
环 ， 所 以 铸 = (pi(z)) 。 由 于 风 33p(x) 关 00， 所 以 员 不 是 
零 理 想 而 4 (x) 关 0 。 可 以 假定 , (x) 的 最 高 系数 是 1。 
但 鳞 中 一 饭 f (x) 都 能 被 p(x) 整除 ， 因 此 户 ,，(x) 是 2 
中 次 数 最 低 的 多 项 式 ， 而 它 是 a 在 域 下 上 的 极 小 多 项 式 。 又 
由 p(x)|p(x) 而 P(x) 不 可 约 ， 得 P(x)=cp,(x)， 
c EF, 但 p(x) 和 pi,(x) 的 最 高 系数 郁 是 31， 所 以 p(x) 
P16) (是 竹下 上 的 要 小 乡 项 直 

4。 证 明 ， 定理 3 中 的 已 人 = 

解 ey PiUF (CK. 

令 有 是 KK 的 任 一 元 . 令 KK 与 FL x]/ p(x) 间 的 同 构 映 
射 为 加， 而 在 中 之 下 的 象 为 8， 那么 


B= bx" Pr ee ‘+ bo 
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二 万 的 道 象 是 5， 已 ;的 道 象 是 bi 
FE, t= 0, ], + ms 37 的 递 象 是 a， 所 以 - 

B= DG + bn ral 
而 BE A (0) 。 这 样 反 过 来 有 KCF (0) 而 F (@) = 到 


3 3， 代数 扩 域 


1。 令 E 是 域 下 的 一 个 代数 扩 域 , .而 a 是 玉 上 的 一 个 

代数 元 证明，a 是 下 上 的 一 个 代数 元 . 本 

=- 解 因为 a 是 域 太 上 的 一 个 代数 元 ,所 以 存在 玉 干 的 
多 项 式 ，f (x) 三 0, 使 
(1) .fl =oa Ta ia Ta = 0 (a€EE) 
由 于 玉 是 域 户 的 一 个 代数 扩 域 ， 所 以 ax 都 是 已 上 代 殖 元， 
而 三 的 子 域 忆 " = (co QL on) 是 严 上 一 个 有 限 扩 
域 。 但 出 (1)， Se 上 一 个 代数 元 。 所 以 上 (2) 是 
Er 十 一 个 有 限 扩 城 I 放 一 个 有 限 护 域 。 这 样 

E’ (on = F(a ,CO or as Gd 

是 已 上 一 个 代数 扩 残 而 闻 是 互 上 -一 个 代 煞 元 。 
2。 令 斑 ，7 和 五 是 三 个 域 并 日 FCICE. 
假定 . 
《7 万 ) = 
WE- i 并 且 加 = 1, 
证 明 ，& 在 上 的 交 数 也 是 nn，。 

解 ” 由 于 a 在 上 的 次 数 是 #， 记 以 g 痊 所 上 的 独 小 多 
项 式 p(x*) 的 次 数 是 n。 设 4 在 了 上 的 极 小 多 项 成 p(x 
的 次 数 是 s。 那 么 由 于 上 4x) 也 是 了 上 的 多 项 式 ， 得 pi (x)] 
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p(X) 而 s 夺 nn。 设 TQ@) 在 F (a) 上 的 次 数 为 1。 那么 
(1@ :FPF)= (I; FO (F(0) : F)=tn 
(Tla) : FY)= 0 (0) :DU : FF)= sn 
因此 1n =sm 而 nlsm。 但 (in, 有 =1， 所 以 #|s。 
由 5 夺 n 和 n1s 得 5 = n。 这 就 是 说 ，& 在 1 上 的 次 
数 也 是 n， 
3。 令 域 的 特征 不 是 2，E 蚌 斑 的 一 个 扩 域 ， 并 且 
(EE: F)=4 
证 明 ， 存 在 一 个 满足 条 件 FCJ 了 CE 的 的 二 次 扩 域 1 的 
充分 与 必要 条 件 是 : 玉 =F(Q) 而 a 在 FF 上 的 极 小 多 项 式 是 
ze 十 GOz2 十 已 
解 ” 先 证 条 件 是 充分 的 . 设 瑟 =F 而 ge 在 Ff 上 的 极 
小 多 项 式 是 z++ar: +b。 那 么 令 1 = Fe2) ， 就 显然 有 已 到 
1CE、。 由 于 x“+ar*+b 在 局 上 不 可 约 ， 所 以 x*+art+ 号 
在 FF 上 上 也 不 可 约 。 但 
(oa)?+ ala)+b=a /+a Tb=0 
所 以 x?tazx+ 5b 是 gz? 在 下 上 的 极 小 多 项 式 而 1 是 下 的 二 
次 扩 域 。 
现在 反 过 米 证 明 条 件 是 必要 的 。 设 
FCICE {1:F)=2 (EE: F)=4 
(i) 显然 有 (上 :站 =2. 取 9EE, 9EJ1J,， 那 妈 昌 
在 1 上 的 次 数 是 2. 设 4 在 1 上 的 极 小 多 项 式 是 zx?+ Br+Y， 
那么 
G*+ B08+y= 0 Bye 


由 于 环 的 特征 不 是 2 ，0+ 名 有 意义 。 我 们 有 
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令 o =0+ 和 ,5 = 有 -那么 E =1(%) 而 o 在 1 上 的 


极 小 多 项 式 是 x’ -656€7)， 
(ii) 设 9EF， 那 么 6 在 FA 上 的 极 小 多 项 式 是 
r+:+ar+b (a, bEF) 
由 于 @?*=6， 所 以 w‘+aw*+b= 0 但 
1=F(), E=i (=F (6, =F (0%) 
而 (EE ;FF)= 4， 所 以 吕 在 下 上 的 极 小 多 项 式 是 z4+azr: +b。 
Qi) 者 EF， 那 么 由 于 (7 :FF)=2， 与 人 i) 平 
行 可 以 找到 1 EJ ，4EeF 而 人 EF。 取 w=@(l1+ 们 。 那 么 
OO =0 (1+ 21+4:) 
由 于 w?=0€E 而 1 +2A+A2EF， 所 以 ww ?=6‘CF, 
于 是 与 (ii) 一 样 甩 = 了 lw 个 而 2!' 在 FF 上 的 极 小 多 项 式 是 
xX*+ar:+b, 
4。 令 上 是 域 所 的 一 个 有 限 扩 域 。 那么 总 存在 瑟 的 有 限 
个 元 gl，az，…，cn， 使 
EFE=F(a,, a *, Gn) 
解 设 (E: FF) =m。 那 么 EE 作为 FF 上 向 量 空间 有 一 组 
基 ci，cuz，…，cw。 亚 然 
E=F {ey oars 0n) 
5。 令 玉 是 有 理 数 域 ， 看 添加 复数 于 下 所 得 扩 域 


1 
E,=F(2, 2 ) 


?1 


E,=F(? js 2 os Omit a :=1 
证 明 ， 


a PE 2 (Bi a 


: (Bi: ys 4 - F) =12 


=- 
™ 


a 
解 “三 人 ,2 Dp PP 


Ja + 的 根 , 所 以 (BE WG 》-: 2 


i 
3 


因为， i. EF (2 
因为 站 Er 是 FP 上 不 可 约 多 项 式 w: 一 2 的 一 个 根 ， 
wu ar 因此 
(P， :PP)= Ce: ry) (re F (2. ,5)- ee 
二 ER di€E,, 二 (oD* =i€ Es 
Tn VB ER. 


a v3, =rlz: Ry v3)>r( (zj 


?2 


易 见 (Es 已 C5 V3)) =2。 但 V3EF (2 玫 则 
F (25) SW (V3) 一 下 


而 ( 严 (3) : 忆 ) = 3。( 太 (下 ; 户 )=2, 与 定理 1 矛盾 . 
FOS VOIFCG)=2 (EiF(2')) = 14 


于 是 由 (fF (2”) : FF)= 3 得 (Es: J) =12。 


34。 多 项 式 的 分 变 域 


1。 证 明 ， 有 理 数 域 玉 上 多 项 式 x “+ 1 的 分 多 域 是 一 
个 单 扩 域 下 (a)， 基 中 & 是 x*+ 1 的 一 个 根 ,- 

解 在 复 著 申 志 里 

A wa Dp 1) 
所 以 在 C 里 x4+ 1 的 4 个 要 是 


i 2 全 +)， ere Ue 


as 一 Xi = ~0, 

.由 于 @; = a};, 得 Fa Gr9 .03s Ui) = 下， 所 以 
单 扩 成 六 (cl) 就 是 区 ?全 

2。 令 瓦 是 有 理 数 成 ， za- 6G 是 妨 上 一 个 不 可 约 客 项 
式 而 cc 古 x 人 证 明 ， Fn 不 是 xs 一 在 下 
上 的 分 裂 域 
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上 
3 


1 ; 
解 >x ~- a 的 三 个 根 是 2 ，aG oa 
ee 
2 


x 一 4 在 下 上 的 分 裂 域 是 


1 
3 


O22， 其 中 


wD = 1 


五 = F (a, A a F (as, w) 
我 们 有 (df，@) 二 F(a 二 .由 于 wo 不 属于 F(a ) 而 wo 是 F 
Ca) 上 多 项 式 x*:+ x + 1 的 根 ， 所 以 
(F (a’, @) : F(a’))=2 
又 出 于 a 7 是 上 不 可 约 多 项 式 x - a 的 根 ， 所 以 


(F (a1) : F)=3 
因此 (EF)= 6。 令 o 是 多 项 式 %x* 一 a 的 任 一 根 、 那么 
{Fte) FF)= 3。 所 以 了 人 (0), 即 F (a) 不 是 x ”一 9 在 下 
上 的 分 型 域 . 

3。 令 pbitx)，pa(x)，… px) 是 域 扩 上 人 个 
最 高 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 .证 明 , 存 在 扎 的 一 个 有 限 扩 域 

Flals aa Qn) 
其 中 避 ; 在 上 的 极 小 多 项 式 是 了 ; (x)，。 

解 令 f(x)=p(tX)ps《(X)…pn(x)。 做 f(x) 在 
域 玉 上 的 分 裂 域 五 。 五 舍 有 2) 的 所 有 根 ， 因 而 含有 ci， 
zwzy …， any 其 中 Qi 各 是 p; 《xX) 的 一 个 根 ， i =1，2， 
…1m ， 因 此 

EOF(a, oes Cn) 
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re rr 
Te 


由 于 pi1(%)…，pn《(%*) 都 是 下 上 最 高 系数 为 1 的 不 可 约 
多 项 式 ， 所 以 它们 分 别 是 gy，02，…，& 在 FF 上 的 极 小 多 
项 式 。 由 于 iy C2 9 Cm 都 是 已 上 的 代数 元 ,所 以 已 (xl 
cz，…， en) 是 已 上 的 一 个 有 限 扩 域 。 

4。 令 呈 是 -一 个 特征 为 素数 了 的 域 ，F=sP (la) 是 PP 的 
一 个 单 扩 域 ， 而 4 是 PP[x] 的 多 项 式 x* -a 的 一 个 根 ， 
PP (a) 是 不 是 x* 一 9 在 只 上 的 分 裂 域 ? 

解 ”由 于 a 是 x? ~ a 的 一 个 根 ， 所 以 a?*=a. 但 域 P 
因而 域 环 的 特征 是 如 ， 所 以 在 已 Lx] 中 

Xe 一 让 一 了 一 0 人 IT 一 CD 
这 样 P (a) 是 添加 x* -a 的 p 个 相 辐 的 根 于 PP 而 得 到 的 ， 因 
此 P 人 四 是 x5- 5 在 已 上 的 分 裂 域 。 


35. 有 限 域 
1。 令 正 是 一 个 合 p' 个 元 的 有 限 域 .证 明 ,对 于 的 每 
一 个 因数 m0， 存在 并 且 只 存在 的 一 个 有 P ”个 元 的 子 
解 ” 令 所 所 含 素 域 为 ^A， 那 么 根据 本 节 定 理 2，F 下 是 


多 项 式 z* 一 x 在 A 上 的 分 裂 域 , 若 正 整数 mm 整除 n， 
n=md， 那么 Pp 一 1=(p"”) 一 1， 内 而 p"”-11p" 一 1; 
Bp Ds 于 十 


xs? ~ X= x (x11) =xt (x1 11 
由 此 得 zt 一 1 [zz 一: -1， 即 z*-zlzt 一 zx 但 r 含 z? 一 x 
的 所 有 根 ， 因 此 正 也 全 x -~ x 的 所 有 根 . 由 定理 3 的 证 
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朋 ， 这 些 根 作 成 一 个 有 -fr 个 元 的 下 的 子 域 L。 若 工 , 也 是 一 
个 有 P。 个 元 的 政 的 子 域 ， 那 么 根据 定理 2 ， 荆 ， 也 是 由 ve 
一 六 在 下 中 的 所 有 根 作 0 因而 ,=L; 

2。 一 个 有 限 域 一 定 有 比 它 大 的 代数 扩 域 . 

解 ” 令 政 是 一 个 合 有 pp" 个 天 的 有 限 二 在 上 做 多 项 
式 x? 一 x% 的 分 如 刀 域 五 ， 么 FCE, 并 且 EE 是 F 的 一 
个 代数 扩 域 . 但 丘 0 一 x 的 pz 个 不 同 
的 根 ， 因 此 五 大 于 五 。 

读者 可 以 自己 证 啊 ， 到 实际 上 是 z， “一 < 在 所 侣 来 
和 上 的 分 裂 瑾 。 

3。 令 玉 是 一 个 有 限 域 ,人 是 它 所 合 素 城 并 且 忆 = Ke 
x 违 否 必须 是 严 的 非 堆 元 所 作成 的 王 群 竟 一 个 生成 元 ? 

解 令 上 是 特征 为 3 的 索 域 ， 礼 的 元 用 0，]1,2 米 表示 。 
这 三 个 起 都 不 是 f(x) =z?+ 1 的 根 ， 所 以 f(x) 是 和 A 上 的 
一 个 不 可 约 多 项 式 . 做 入 上 单 代 效 扩 域 =A(e)， 其 中 在 
A 上 的 极 小 多 项 式 是 f《( x)。 闭 各 古 有 9 个 元 而 的 非 滞 元 
所 作成 的 乘 群 “的 阶 是 8。 但 

ao:=—1 r=1 
所 以 a 不 是 下 钨 一 个 生成 元 ， 

4。 令 A 是 特征 为 2 的 素 域 。 找 出 AL *] 的 一 切 三 次 不 
可 约 多 项 式 ， 

解 ” 因 为 A 只 有 两 个 元 0 和 1 ， 而 AE x] 的 常数 项 为 0 
的 三 次 多 项 陈 显然 可 约 ， 所 以 AL x] 最 多 有 以 下 4 个 三 次 不 
可 约 ! 外 多 项 式 ， 

zZ8g 二 X2++X+1 x txt rtrtl, zt 1 
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但 1 是 x* 上 zatz+ 工程 za+ 荆 的 根 ， 所 尼 这 两 个 多 项 式 在 
A 上 可 约 . 因为 0 和 1 都 不 是 z +z?+ 1 和 zx +z+ 1 的 根 ， 
所 以 只 有 后 两 个 多 项 式 是 A[ x] 的 不 可 约 多 项 式 ， 


6， 可 离 扩 域 


1。 令 域 户 的 特征 是 p，f (x) 是 上 一 个 不 可 约 多 项 
式 ， 并 且 f(%) 可 以 写成 上 z? 但 不 能 写成 ze“ ve 
式 《e 之 1) 。 证明; 了 (x*) 的 每 一 个 根 的 重复 度 部 是 p'。 


和 解 设 f(x) =glzr )， 这 时 g(x) 是 局 上 一 个 多 项 
式 。 出 于 7(x) 在 叉 上 不 可 约 ， 并 且 /(x) 椒 能 写成 下 


La ”的 多 项 式 ， 所 以 9(x) 在 五 上 不 可 约 并 且 不 能 写 
成 严 上 zx? 的 多 项 式 。 因此 由 引 理 1，y xX) 没有 重 根 , 令 E 
起 多 项 式 f(x) g(x) 在 1 上 的 一 个 分 列 起 、 屠 么 在 巨 时 
g(X) =an lr- Bi) (rx- pe) (rpn) 

这 里 a,.€ 人 了，Bi1 EB， i=1，2，…，。?m， 并 且 当 izj 时 ， p: 
了 Pp;。 而 z z 四 

f(x)=o(rt') =a, x?" — PA) (rs 三 
令 & 是 f(z) 在 已 由 的 插 何 一 个 根 ， 那 各 
(1) f 0) =as (a -Bt -pal pr) =0 
由 了 于; (i=1， 2，…，_ Mm) 各 不 相等 ， (1) 式 中 具有 一 个 因 
子 Ra 

= 0， 即 or = 有 

由 于 Cs 中 完全 分 解 ， 所 以 往 捷 中 有 xz) 的 和 个 
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TUE we ET TI TN TY 省 全 和 证 信 本 本 


不 同 的 根 a;,， 使 a? = Bi(i=1，2，-…，m)。 这 样 
fx) ar a?) (rr as )o lx? — os’) 


=an{(T—0)? va)? (rd)?" 

因而 fx) 的 每 一 个 根 的 至 复 度 都 是 p“， 

2。 设 域 下 没有 不 可 离 扩 域 。 证明， 下 的 任 一 代数 扩 域 
都 没有 不 可 离 扩 域 。 

解 ” 设 巨 是 下 的 一 个 代数 扩 域 而 a 是 上 的 一 个 代数 
元 。 令 ca 在 关上 的 极 小 客 项 式 是 

f(x)=7r"t+ Br 二 二 月 

那么 由 于 瑟 是 严 的 代数 扩 域 ，B，…， 有 ,~-: 都 是 瑟 上 的 和 代 
数 元 。 于 是 w 是 下 上 有 限 扩 域 忆 (Bo …， 有 ii) 的 代数 
元 ， 因 而 也 是 已 上 的 代数 元 .但 天 没有 不 可 离 扩 域 、 所 以 
4 是 片上 可 离 元 ， 而 a 在 站 上 的 极 小 多 项 式 g(x) 没 有 重 
根 . 但 f(x)1lg(x)， 所 以 f(x) 也 没有 重 根 ， 而 a 是 上 上 
的 可 离 元 。 这 样 ， 上 上 的 任意 代数 元 都 是 忆 上 的 可 离 元， 
即 EE 没有 不 可 离 扩 域 . 

3。 令 域 下 的 特征 是 p 而 请 = 了 F(a， 有 让 ， 这 里 a 是 下 
七 nn 次 可 离 元 , 而 是 上 p 次 非 可 离 元 。 (EE :『)=? 

解 ” 按 照 题 设 ，P 在 马上 的 极 小 光 项 式 f( x) 的 次 数 是 
PP。 令 B 在 F(a) 上 的 极 小 多 项 式 是 h(x)， 那 么 h(x) ,|f 
4《x)， 因 而 站 (x) 的 次 数 委 如 

设 有 hh (Xx) 的 次 数 小 于 PpP。 那 么 有 (x) 不 能 写成 g(x?) 
的 形式 ， 这 里 8g (*) 是 下 (@)[ x]J 的 一 个 多 项 式 . 因此 BB 是 
下 (a) 上 的 一 个 可 离 元 ,。 但 & 是 上 上 一 个 可 离 元 ， 所 以 根据 
引 理 4，B 也 是 下 上 一 个 可 离 元 ,， 与 8 是 户 上 一 个 非 可 离 元 


了 8 


的 题 设 了 矛盾。 这 样 ， 产 (x) 的 次 数 是 p。 于 是 有 
(E(o PFO)=pb, (Fl) :FHF)= 1n, 
(E:F)= (F(a, Pi:FO)) PF) :FF)= pn 
4。 氛 一 -个 域 站 ， 使 有 一 个 有 限 扩 域 记 而 万 不 是 下 
的 单 扩 域 。 
解 令 A 是 特征 为 2 的 素 域 ， 下 =A(x，y)， 这 里 x 和 
是 到 上 两 个 无 关 示 定 元 。 考 察 妃 = 已 《xy wy)* 这 里 
Wx* 和 vw》 在 上 的 极 小 多 项 式 各 是 
2 一 了 和 2 一 y 
由 于 7y E 开 (wx)， 所 以 “在 已 (wxX) 于 的 极 小 多 项 式 
仍 是 z2* -x”、 这 样 
(FE: F(X))= 2, (FPF(V x):F)= 2,(E:F)= 4 
EE 的 任 一 元 a 都 可 以 写成 上 v x 和 wy 的 多 项 式 ; 
a=f(v x, wy) 
由 于 上 的 特征 是 2， 这 样 一 个 多 项 式 的 二 次 方 等 于 它 的 各 
项 的 二 次 方 的 和 ， 因 而 a*=g(lz，2)， 这 里 g(rz，y) 是 五 
上 >x 和 的 多 项 式 。 因 此 a* 《已 。 这 就 是 说 ， 巨 的 任 一 元 a 
在 上 的 次 数 最 多 是 2， 这 样 ，『 上 四 次 扩 域 EE 不 可 能 是 
一 个 单 扩 域 f(a) 。 
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